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• 1 >@?ACBDFEHG 6 >@?AJIK L MONPRQTSUWV�XYWZ�[]\^ , 7 >@?A_BDFEHG 12 >@?A`IK Lbadcfeg h V�XYWi	jkml [onOp .
• MONPqQTSU"V�XY IK L QTSUsr NPbtuv\^ , adcweg h V�XY IK L QTSUsxy z	{|�}4~��� h Z�[ xyF����_�� h�� NP MONP��H�����_� p����_tu_��[$�� .

• �	�� �� L z	��`�  ¡d¢���£¤ IK L MONPRQTSUWV�XY 5
��£¤ , adcfeg h V�XY 7 >@?A ∼10 >@?A 10

��£¤ , adcfeg h V�XY 11 >@?A ∼12 >@?A 15
��£¤ i	jkml [

nOp .

�� L¦¥¨§ 1 ©ªv«�¬­¯®° ±³²´¶µ· ¸ )+*,2¹º »W¼¾½%À¿ÂÁ�ÃÅÄÇÆ+È , ÉËÊÌÎÍ¾Ï −→AG =
−→
AB +

−−→
FH +

−−→
HD Ð /¨ÑdÒ .

[ ÓÔ ÕRÖ�× ] ÉËÊÌØÍ¾Ï −→AG =
−→
AB +

−−→
BD +

−−→
DH +

−−→
HG Ù4Ú%¯Û�Ü ,

−−→
BD =

−−→
FH,

−−→
HG =

−→
AB Ð /�ÝÞàßá ÉËÊÌØÍ¾Ï

−→
AG =

−→
AB +

−−→
FH −−−→HD +

−→
AB = 2

−→
AB +

−−→
FH −−−→HD Ð /âÑdÒ .

�� L¦¥¨§ 2 ãä åçæéèê ±³²ë lim
n→∞

n
∑

k=1

k3

n4
= Ð /âÑdÒ .

[ ÓÔ ÕRÖ�× ] ãä åçæéèêíìî ï )¾ðñóòô ¸�õÞàßá ö Òf÷øúùû ü ýþ ÿ ���ñ (
�ø òô ¸ �ø )¾ðñ����5 ) ÃÅÄ
	�
� Ò�
��

lim
n→∞

n
∑

k=1

k3

n4
= lim

x→∞

1

n

n
∑

k=1

k3

n3
=

∫

1

0

x3dt =
1

4

Ð /¨ÑdÒ .
�� L¦¥¨§ 3 )+*, )¾ðñsòô ¸ ∫ π/2

0

cos x cos 2x cos 3x dx = Ð /¨ÑdÒ .

[ ÓÔ ÕRÖ�× ] ���� Ò Ù4Ú% ������� 	� ���� ®° � Ò ýþ ÿ ���ñ ìî ï Ð /�� "! � Ò ¼¾½%
cos x cos 2x cos 3x =

1

4
(cos 6x + cos 4x + cos 2x + 1)

Ð /�ÝÞàßá
∫ π

2

0

cos x cos 2x cos 3xdx =
1

4

∫ π

2

0

(cos 6x + cos 4x + cos 2x + 1)dx

=
1

4

[

1

6
sin 6x +

1

4
sin 4x +

1

2
sin 2x + x

]
π

2

0

=
π

8
1
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Ð /¨ÑdÒ .
�� L¦¥¨§ 4 #%$& )+*, ���ñ lnx = cx2 Ð /('(*) �ñ æéèê,+.- 	� /102435 ü ìî ï ±³²6 &(879 » � Ò ùû ü;:=<> 	� /102 �� c ùû ü Ð /ÑdÒ .

[ ÓÔ ÕRÖ�× ] ?� ýþ åA@CB% y = lnx DE y = cx2 Ð /GFIHJ�K Ò ùû ü )¾ðL 	� x MNPOQSRî ï a T ÒVUW � Ò ¼¾½% , y MNPOQ &( ±³²´X Ò XZY � Ò ÝÞàßá ln a = ca2 Ð /âÑdÒ . [( ?� ýþ å\@CB% Ð /�FIHJ�K Ò ùû ü )¾ðL ÃÅÄÇÆ+È ?� ýþ åA@CB%]	� ^�_5 @CB%`	� a /cbd ï a /
ùû ü ±³²´ X Ò XZY � ÒÇÝÞàßá :=<>fe ½% ìî ïhg / òô ¸ � Ò%
�� ©ª a /ibd ï a / Rî ï �ø � Ò ¼¾½% ,

1

a
= 2ca Ð /âÑdÒ . Ð / ?� ���ñ ìî ïkjml%

nIo5 � Ò%
��qpd ï ¼¾½% c =
1

2e
Ð /âÑdÒ .

�� L¦¥¨§ 5 ýþ å\@CB% xy = yx rs 	� )¾ðL (2, 4) ÃÅÄ Æ+È Ð / ýþ åA@CB%ÎÃÅÄ ^�_5 � Ò ùû ü ) �ñ @CB%]	� a /cbd ï a / ùû ü Ð /¨ÑdÒ .
[ ÓÔ ÕRÖ�× ] :=<>fe ½%ÎÃÅÄ ßá ©ª Rî ïhtuv� Ò ¼¾½% y ln x = x ln y Ð /wUW Ð / ���ñ ìî ï �x y ������� g / òô ¸ ���5 ìî ï Ð /i� "! � Ò�
��g / òô ¸ � Ò ¼¾½%

y′ lnx +
y

x
= ln y +

x

y
y′

Ð /¨ÑdÒ . )¾ðL (2, 4) ÃÅÄÇÆ+È ^�_5 @CB%`	� a /ibd ï a / ùû ü rs ���ñ ÃÅÄ x = 2, y = 4 Rî ï{z}| 1435�~}�� ìî ï,�Z� y′ 	� ±³²ë Ð /ÝÞ ßá x = 2, y = 4 Rî ï�z}| 1435 � Ò ¼¾½%
y′ ln 2 + 2 = ln 4 +

1

2
y′

Ð /¨ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È y′ = ln 4− 2

ln 2− 1

2

Ð /âÑdÒ .
�� L¦¥¨§ 6

/102 �� α ÃÅÄ z}| � Ò%
�� , ������� f Rî ï ÑdÒ��x y ®° ±³²´ Ð / )+*, 	�
� ÒC��Ò .
f(x) =

{

0 x ≤ 0,

xα x > 0.

Ð / �Z� , x = 0 ÃÅÄ Æ+È ������� f � Ò jml%��� � 143=S� 3=�����d�� òô ¸4�(����% µ· ¸ Ð /wUW , g / òô ¸ � ÒV�� ! 143=S� 3=�����d��
òô ¸��(����% µ· ¸ Ð /âÑdÒ .
[ ÓÔ ÕRÖ�× ] f � Ò jml%��� � 143=�� 3=���*�d�� òô ¸��(����% µ· ¸ lim

x→0+
xα = 0 Ð /�ÝÞàßá �ø � Ò ùû ü �(����% µ· ¸ α > 0 Ð /¨ÑdÒ .

[( æéèê f � Ò g / òô ¸ � ÒV�� ! 143=�� 3=���*�d�� òô ¸��(����% µ· ¸ lim
x→0+

αxα−1 = 0 Ð /wÝÞ ßá �ø � Ò ùû ü �(����% µ· ¸ α > 1

Ð /¨ÑdÒ .
[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ] ­® ¯k°d�� ÃÅÄ � Ò K ÒªFIHJS± ²6 õÞ ¼¾½% 3 )¾ðL .

�� L¦¥¨§ 7 ������� f(x) = x6 − 7x4 + 11x2 − 4 ÃÅÄ z}| � Ò�
�� X Òª²m³v´® ¯ �x y ÃÅÄ¶µ ²· � Ò T Ò .
( � Ò ) #%$& )+*, ���ñ f(x) = 0 Ð /¸
��º¹=»¼ +.- 	� /102½35 ü ìî ï � Ò ) �L ìî ï ¾á Ð / T Ò .
( K Ò ) Ð /¸
��º¹=»¼ +.- 	� /102435 ü 	� ¿ÁÀ�ÂÃÅÄ 	� ���� ìî ï �ø � Ò T Ò .

[ ÓÔ ÕRÖ�× ]
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( � Ò ) g(t) = t3 − 7t2 + 11t − 4 T Ò ?� ¼¾½% g(x2) = f(x) Ð /¨ÑdÒ . f(x) = 0 Ð /�
��1¹=»¼ +.- 	� /102
35 ü ìî ï � ÒªÆ Ú% ÑdÒ ùû ü ÇÉÈ¼ ìî ï ¾á Ð / a / rsËÊ ³ ������� g(t) = 0 Ð /ÍÌ À +.- 	� :=<> 	� /102435 ü ìî ï � ÒªÆ Ú%ÑdÒ ùû ü;ÇÉÈ¼ ìî ï ¾á Ð / ¼¾½% �d�� òô ¸ � Ò³ÑdÒ .

g′(t) = 3t2 − 14t + 11

= (3t− 11)(t− 1)

Ð /wÝÞ ßá ������� g(t) 	� Îx !GÏIÐÑ OQÒRî ï FIHJ4ÓÔ ¯ ¼¾½% X Òª²m³ DE ±³²´ ÑdÒ .
t 0 · · · 1 · · · 11

3
· · · ∞

g′(t) 0 + 0 − 0 +
g(t) -4 ↗ 1 ↘ − 229

27
↗

©ªÖÕ.× ÝÞ ßá g(t) 	� ©ª ²m³cØÙ ùû ü X Ò�²m³ DE ±³²´ ÑdÒ .

0

1
11

3
1

−229

27

-4

� Ò T Ò Æ+È g(t) = 0 µ· ¸ Ì À +.- 	� :=<> 	� /102435 ü ìî ï � Ò�Æ Ú% ÑdÒ . ©ªÖÕ.× ÝÞàßá #%$& )+*, ���ñ f(x) = 0

Ð /¸
��º¹=»¼ +.- 	� /102½35 ü ìî ï � ÒªÆ Ú% ÑdÒ .
( K Ò ) #%$& )+*, ���ñ g(t) = 0 	� Ì À +.- 	� :=<> 	� /102435 ü ìî ï α, β, γ T ÒÚUW ÛÜ Ý ��Ò . ©ª*Õ.× ¼¾½% 35 ü ®° +ßÞ ��

	� àáÅâ +ßÞ ÃÅÄ�	�
� Ò�
�� α + β + γ = 7 Ð /âÑdÒ . ©ª*ã /wUW f(x) = 0 	� 
��º¹=»¼ +.- 	� /102435 ü µ· ¸
±
√
α,±

√

β,±√γ Ð /�ÝÞàßá ,
�ø � Ò ùû ü µ ²· µ· ¸ 2(α + β + γ) = 14 Ð /âÑdÒ .

[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ]

( � Ò ) ������� f ′(x) = 0 [( ùû ü g′(t) = 0 	� 35 ü ìî ï )+*,åäæ ç�è / �ø � Ò ¼¾½% 2 )¾ðL .

( K Ò ) 35 ü ®° +ßÞ �� 	� àáÅâ +ßÞêé ÒZë /ìFIHJ )+*,åäæ ç�è / �ø ~}��îíÉï K Ò g(t) = 0 	� 35 ü 	� ���� ÃÅÄ 2 ð ³ Rî ï � ÒZë /ñ ²ò : Ðó ìî ïÒ�Z� 3 )¾ðL .

[ �¡ £¢¥¤¦õôöø÷�ùú ] ( � Ò ) 	� Çüû,`ý� ������� 	� ©ª ²m³cØÙ Rî ï MNPOQÖþ¡ÿ, ¼¾½% ÃÅÄ )+*,êäæ ç � Ò +�� ©ª*ã /¡ë /��� � � Ò ùû ü ��� '6+78
Ð / ± ²ò : ÐóCÑdÒ . ©ª*ã /wUW /102½35 ü 	� +.- �� � Ò )+*,åäæ ç�è /`
��º¹=»¼ +.-�� �L ìî ï ¾á 
�� XZY � Ò ùû ü Û�Ü ,

Ê ³ 	� +.- �� 	��
	> æéèêFìî ï K Ò��dÒ�
 |��� ùû ü z}| �� ��� 	� a /��� ¸ )+*, ã / Rî ï Ð /�� "! � Ò ùû ü ��� '6+78 Ð /����� ���� � ������� ÑdÒ . ÑdÒ �� 	� ��� '6+78
ÓÔ ¯ Ð /½UW �� ! ��� U! U! ®° 
 | � "! ÃÅÄÇÆ+È Ð /�� "!�"# ùû ü )+*, ã / 	� Îx !%$ ÿ, Ð / K Ò��x ! � "! ÃÅÄ'&(*)+ , æéèê ÇÉÈ¼ ±³²´ X Ò X Ò
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-. 9/ 0 ÑdÒ . ( K Ò ) ÃÅÄÇÆ+È ùû ü 143=21435 )¾ðñ Ù4Ú% n(≥ 3)
� Ò ÑdÒ ��$& ���ñ ÃÅÄÇÆ+È 35 ü ®° +ßÞ �� 	� àáÅâ +ßÞ Rî ï76 Ò : Ð8 � ÒZë /9�� �� Ò ùû ü ��� '6+78 ÓÔ ¯ Ð / ± ²ò : ÐóCÑdÒ .

�� L'¥¨§ 8 MN OQ ýþ ÿ2: HJ 	� ?� )¾ðL A(0, 1, 2), B(−1, 0, 1) ìî ï �<;¼ ùû ü @CB% òô ¸ AB Rî ï þ¡ÿ, ¼¾½% 2x− y + z = 6rs ßá )+*, � Ò ��=,T-0/<> Ú% @CB% òô ¸ 	� ?I02 Ð / Rî ï �ø � Ò T Ò .
[ ÓÔ ÕRÖ�× ] −→AB = ~v T Ò � Òì��Ò . þ¡ÿ, ¼¾½%`	� ���5 @CB% ÉËÊÌØÍ¾Ï ~n ®° ~v 	� � Ò Ð / ÏIÐ8 � ÒA@ô ¸ Û�Ü ÃCB ÏIÐ8 Ù4Ú% ÇÉÈ¼ ìî ï θ T Ò� Ò ¼¾½% , cos θ = | ~v · ~n|~v||~n| | = |

−2 + 1− 1

|(−1,−1,−1)||(2,−1, 1)| | =
√

2

3
Ð /âÑdÒ . ©ªÖÕ.× ¼¾½% @CB% òô ¸ AB Rî ï þ¡ÿ,

¼¾½% rs ßá )+*, � Ò ��=, æéèê @CB% òô ¸ 	� ?I02 Ð / ùû ü AB sin θ =
√

3 ·

√

12 − (

√
2

3
)2 =

√
21

3
Ð /âÑdÒ .

( ÑdÒED· ¸ pd ï Ð / ) A,B Rî ï þ¡ÿ, ¼¾½% rs ßá )+*, � Ò ��=, æéèê )¾ðL ìî ï ÏIÐ8 ÏIÐ8 A′, B′ T Ò � Ò ¼¾½% ,

A′ = A + t~n = (0, 1, 2) + t(2,−1, 1) = (2t,−t + 1, t + 2)

B′ = B + s~n = (−1, 0, 1) + s(2,−1, 1) = (2s− 1,−s, s + 1)

Ð /¨ÑdÒ . ©ªGF B%�Û�Ü A′ DE B′ µ· ¸ H( ?� þ¡ÿ, ¼¾½% rs 	� )¾ðL Ð /�ÝÞàßá þ¡ÿ, ¼¾½%`	� #%$& )+*, ���ñ ÃÅÄ z}| 1435 � Ò ¼¾½% ,

2 · 2t− (−t + 1) + (t + 2) = 6

2 · (2s− 1)− (−s) + (s + 1) = 6

Ð /�UW , Ð / #%$& )+*, ���ñ ìî ï pd ï ¼¾½% , t =
5

6
, s =

7

6
Ð /¨ÑdÒ . ©ª*Õ.× ÝÞàßá A′ = (

5

3
,
1

6
,
17

6
), B′ = (

4

3
,−7

6
,
13

6
)

Ð /�UW , @CB% òô ¸ A′B′ 	� ?I02 Ð / ùû ü
√

21

3
Ð /¨ÑdÒ .

[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ] +ßÞ�I HJ /102 �� 5 )¾ðL .

[ �¡ £¢¥¤¦õôöø÷�ùú ] JLK%À¿ÂÁ )¾ðñ õÞàßá z}|NM� òô ¸ 	� ��� '6+78 Ð /POQ ü ¿ÁÀ Rî ïSR ²T pd ï ���� ÑdÒ . ©ª*Õ.× K Ò þ¡ÿ, ¼¾½%`	� ���5 @CB% ÉËÊÌØÍ¾Ï
	� 	� g / Rî ïUR ²T �� � ñ ²T UW � �� ùû ü Çüû,`ý� , 
 | )¾ðñ ýþ ÿ ���ñ ìî ïVR ²T �� � Ð /�� "! æéèê Çüû,\ý� , ©ª�ã /�UW íÉï ã / ýþ ÿ ���ñ �� !
ÃÅÄÇÆ+È � Ò &( æéèê /102 �� �� ! õÞàßá ÏIÐÑ )¾ðL%WX â ��� '6+78 ÓÔ ¯ Ð / 6+78 ÏIÐ8 ¾á ÑdÒ ± ²ò : Ðó_ÑdÒ .

�� L¦¥¨§ 9 þ¡ÿ, ¼¾½% rs ÃÅÄZY[ )¾ðL Ð / A,B Ù4Ú% �dÒ]\^`_ Ð / � �� ÑdÒ . Ð /2�dÒa\^`_ rs 	� )¾ðL P ÃÅÄ Æ+È ?� ÉËÊÌØÍ¾Ï −→PA DE
−−−→PB � Ò Ð /cb� ùû ü ÏIÐ8 ìî ï Ð / �� ! òô ¸ � Ò ùû ü ) �ñ @CB% µ· ¸ �dÒa\^`_ ÃÅÄ ^�_5 ���� ìî ï Îx !d$ ÿ, � Ò T Ò .
[ ÓÔ ÕRÖ�× ] −→

PA DE −−−→PB � Ò Ð /cb� ùû ü ÏIÐ8 	� Ð / �� ! òô ¸ @CB% l ÃÅÄ z}| � Ò%
�� )¾ðL A Rî ïkz}|fehgi Ð / �� ! -0/<> Ú% )¾ðL
ìî ï A′ Ð / T Ò � Ò ¼¾½% , )¾ðL A′ µ· ¸ −−→BP 	� jml%2j 	> @CB% rs ÃÅÄ � �� ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È Ð / �� ! òô ¸ @CB% l

rs 	� � �L 	� 	� )¾ðL
Q 6= P ùû ü ��$& �
	>¶ÑdÒ��x y M� �� ! ���ñ

AQ + BQ = A′Q + QB > A′P + PB = AP + BP

ìî ï FIHJ Îk » � ÒÇÝÞ ßá �dÒa\^`_ 	� )+*, 	� ( ?� Y[ )¾ðL A,B ßá M� Í¾Ï íÉï ã / 	� ���� Ð / 143= )+*, æéèê )¾ðL ÓÔ ¯ 	� H( � �L )

ÃÅÄv	�Ë� Ò%
�� )¾ðL Q ùû ü �dÒa\^`_ rs 	� )¾ðL Ð / X Òml /¨ÑdÒ . Îx » , �dÒ]\^`_ ®° Ð / �� ! òô ¸ @CB% l µ· ¸ '(*) �ñ æéèê )¾ðL P ÃÅÄ
Æ+È FIHJ�K Ò +�� "# 
 × l µ· ¸ ^�_5 @CB% Ð / WX â ÑdÒ .
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( ÑdÒED· ¸ pd ï Ð / ) n�o%]	� �
	>G�dÒ]\^`_ 	� j 	>qpr » ìî ï x pr » Ð / T Ò � Òì��Ò . �dÒ]\^`_ 	� #%$& )+*, ���ñ ìî ï x2

a2
+
y2

b2
= 1 Ð / T Ò

?� UW P 	� MN OQÒRî ï (x1, y1) Ð / T Ò � Ò ¼¾½% , PA + PB = 2a � Ò WX â ÑdÒ . −→PA DE −−−→PB � Ò Ð /cb� ùû üÏIÐ8 	� Ð / �� ! òô ¸ @CB% l µ· ¸ � ÐÑ ÏIÐ8tsvui PAB 	� Dw ÏIÐ8 	� Ð / �� ! òô ¸ @CB% Ð /wÝÞ ßá l 	� x
^�_= n�o% C ùû ü AB Rî ï

PA : PB ßá Dw òô ¸ � Ò ùû ü )¾ðL Ð /¨ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È C 	� x MNPOQ ùû ü
√
a2 − b2 × PA +

√
a2 − b2 × PB

PA− PB

=

√
a2 − b2 × (PA + PB)

PA− PB

=

√
a2 − b2 × (PA + PB)2

PA
2 − PB

2

=

√
a2 − b2 × 4a2

√
a2 − b2 × 4x1

=
a2

x1

Ð /¨ÑdÒ . ©ª�ã /�UW )¾ðL P Rî ï ë / K Ò ùû ü �dÒ]\^`_ 	� ^�_5 @CB%`	� #%$& )+*, ���ñ µ· ¸ x1x

a2
+
y1y

b2
= 1 Ð /�UW Ð / ) �ñ @CB%]	�

x
^�_= n�o% [( æéèê a2

x1

Ð /âÑdÒ . Ð / ?� ) �ñ @CB% H( ?� )¾ðL P DE )¾ðL C Rî ï ë / K Ò ÝÞàßá ±³²´ µ· ¸ ) �ñ @CB% Ð /¨ÑdÒ .
[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ] 1. pd ï Ð / ÃÅÄÇÆ+È B′ 	� xy ¸{z ³ Rî ï Îx !d$ ÿ, � Ò ¼¾½% 3 )¾ðL .

2. ÑdÒED· ¸ pd ï Ð / ÃÅÄÇÆ+È )¾ðL C 	� xy ¸{z ³ Rî ï;j B% ý| Ä � Ò ¼¾½% 3 )¾ðL .

3. ÑdÒED· ¸ pd ï Ð / ÃÅÄÇÆ+È )¾ðL C Rî ï ¿ÁÀ z}| ßá �ø � Ò ¼¾½% 5 )¾ðL .

4. +ßÞ�I HJ /102 �� ùû ü 8 )¾ðL .

[ �¡ £¢¥¤¦õôöø÷�ùú ] ý� @CB% íÉï 	� z}|NM� òô ¸ 	� ��� '6+78 Ð / 0 )¾ðL ìî ï #
}~ : ÐóCÑdÒ . ©ª*ã /wUW ± ²ò µ· ¸ ��� �6+78 Ð /q�dÒ]\^`_ 	� 1435
� Ò ÏIÐ8 ®° 1435 � Ò ÏIÐ8 Ð / ±³²´ ÑdÒ ùû ü 
 | � "! ìî ï j B% ý| Ä � Ò ���� õÞ K Ò�OQ ü ¿ÁÀ DE ±³²´¶µ· ¸ 
 | � "! ( �� ��� )¾ðñ � "! 
 × ßá Æ+È
ßá �� !2� / àáÅâ +ßÞ Ð /âÑdÒ .) Ð /wÝÞ ßá )¾ðL �� Rî ï #
}~ ìî ï �� � �� ���� ÑdÒ . j B%��� � 
 × Õ�� r� ¾á Ð / ùû ü OQ ü ¿ÁÀ 143= �� &( � ��õÞ K Ò{�dÒ]\^`_ 	� )+*, 	� Rî ï )+*,åäæ ç�è / ñ ²T UW , Ð / Rî ï �( ãä � FIHJ �x ! � "! � Ò ¼¾½% pd ï �� � �� ùû ü OQ ü ¿ÁÀ ���� ùû ü Û�Ü ± ²ò
µ· ¸ ��� '6+78 Ð /\pd ï ë /��� � ~}�� ÑdÒ .

�� L¦¥¨§ 10 ������� f(x) =
x

(x + 1)(x2 + 1)
ÃÅÄ z}| � Ò%
��WÑdÒ��x y ´® ¯ �x y ÃÅÄ¶µ ²· � Ò T Ò .

( � Ò ) &( ������� f ′(x) Rî ï �ø � Ò T Ò .
( K Ò ) ������� y = f(x) 	� ©ª ²m³ ØÙ 	� +.- svui ìî ï &( -0/ � Ò T Ò .
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[ ÓÔ ÕRÖ�× ]
( � Ò ) �ø � Ò ùû ü &( ������� ùû ü

f ′(x) =
(x + 1)(x2 + 1)− x{x2 + 1 + 2x(x + 1)}

(x + 1)2(x2 + 1)2

=
−2x3 − x2 + 1

(x + 1)2(x2 + 1)2

Ð /âÑdÒ .
( K Ò ) lim

x→+∞
f(x) = 0 , lim

x→−∞
f(x) = 0 Ð /wUW , x = −1 Ð / )¾ðL 35 ü @CB% Ð /�ÝÞàßá x = −1 ÃÅÄÇÆ+Èê	�

ãä åçæéèê ±³²ë ìî ï �ø � Ò ¼¾½% lim
x→−1−

f(x) = +∞ , lim
x→−1+

f(x) = −∞ Ð /¨ÑdÒ . ©ª*ã /wUW f(x) = 0

ìî ï FIHJ Îk » � Ò ùû ü x ùû ü 0 �4�� ÃÅÄ � �� ÑdÒ . [( æéèê f ′(x) = 0 ìî ï FIHJ Îk » � Ò ùû ü x ùû ü 0 ®° 1 � Ò Ð / ÃÅÄ
'(*) �ñ � Ò K Ò xy ¸9z ³ � Òh� � Ð / )¾ðL JLK%{�� 	� M���� Rî ï UW Õ�� � Ò ¼¾½% Ð / )¾ðL Ð /îý� 143= æéèê ãä å z}| ±³²ë Ð /���� ìî ï ñ ²T �� � �� ÑdÒ . Ð /2
 | � "! ìî ï )+*, ã / � Ò ¼¾½% ÑdÒ �x y ®° ±³²´ µ· ¸ ©ª ²m³ ØÙ Rî ï ©ª nIo� �� � �� ÑdÒ .

-4

-2

0

2

4

y

-4 -2 2 4
x

[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ]

( � Ò ) M� òô ¸ )¾ðL �� ùû ü � �� UW )+*, µ ²· Ð / ± ²6 õÞ ¼¾½% 5 )¾ðL .

( K Ò ) 1. ©ª ²m³ ØÙ ©ª*ã / ùû ü ®° )+*, Ð / ± ²6 +���� �= $ ÿ, "# 
 × � �� õÞ ¼¾½% 3 )¾ðL .

2. ©ª ²m³ ØÙ é ÒZë / ± ²6 +�� ©ª�ã / ¼¾½% 5 )¾ðL .

[ �¡ £¢¥¤¦õôöø÷�ùú ] &( ������� Rî ï �ø � Ò ùû ü #%$& ���5 Ð / ÑdÒ :=<> ~}�� ÑdÒ . òô ¸ �� ������� 	� g / òô ¸ ���5 ìî ï Ð /�� "! � Ò%
�� ö Ò ßág / òô ¸ � Ò a / &( � ÒÚUW , M� òô ¸ òô ¸ �� ßá K Ò��� 
 × : HJ%� HJ æéèê òô ¸ �� ������� ßá FIHJ �û ü ÑdÒ �x y ÃÅÄ g / òô ¸ � Ò a / &(� ÒÚUW , ¡¢ £ µ· ¸ ßá ©ª Rî ï tuËÊ ³ Æ+È g / òô ¸ æéèê ÑdÒ��x y ÑdÒ@-0/ ßá ©ª Rî ïV¤L¥ 
 × 
 | a / &( ~}�� õÞ � � , \^`_ ²m³ 	� òô ¸
�� ������� Rî ï ?� +.- 	� òô ¸ �� ������� � Ò ÂÃÅÄ Ê ³£Æ Ú% ÇÉÈ¼ õÞ ßá ¾á X Ò ÂÃÅÄ 	� g / òô ¸ õÞ ßá OQ ü ¿ÁÀ Rî ï Ê ³ Ç§¦= � Ò a / &(� Ò ���� ÑdÒ . Ð /POQ ü ¿ÁÀ Rî ï ¨î ïª©�«¬ ��� '6+78 z}|­M� òô ¸ µ· ¸ g / òô ¸ õÞ ßá ?I02 
 × ë / ùû ü ���ñ ìî ï ¿ÁÀ z}| ßá )+*, ã / � ÒZë /��� �Ê ³ Æ+È ���� ÑdÒ . ©ª*ã /wUW ( K Ò ) OQ ü ¿ÁÀ ùû ü ± ²ò µ· ¸ ��� �6+78 ÓÔ ¯ Ð /¯®w/ r� ?� íÉï K Ò ©ª ²m³ ØÙ Rî ï °±Åâ ¹³², � Ò ë /{�� � � ÒVUW
� �= $ ÿ, ìî ï )¾ðñ ÑdÒ � Ò $ �Lµ´ô ¸ µ ²·t¶ HJ ë / Rî ï ¿ÁÀ �d ï � Ò ���� ÑdÒ .

�� L¦¥¨§ 11 ýþ åA@CB% y = (1− x
2

3 )
3

2 ( � HJ , 0 ≤ x ≤ 1) ÃÅÄ z}| Ê ³ Æ+È ÑdÒ �x y ´® ¯ �x y ÃÅÄ(µ ²· � Ò T Ò .
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( � Ò ) Ð / ýþ åA@CB%]	� ?I02 Ð / Rî ï �ø � Ò T Ò .
( K Ò ) Ð / ýþ åA@CB% ®° x- pr » , y- pr » õÞ ßá ­® ¯ Õ.×¸· Ò Ù4Ú% ��=, ���ñ 	� ¹Cº» Ð / Rî ï �ø � Ò T Ò .
( ÑdÒ ) Ð / ýþ åA@CB% rs 	� )¾ðL P (a, b) ÃÅÄ Æ+È Ð / ýþ å\@CB% ÃÅÄ ^�_5 � Ò ùû ü ) �ñ @CB% Ð / x- pr » , y- pr » ®° FIHJ�K Ò ùû ü )¾ðL

ìî ï ÏIÐ8 ÏIÐ8 Q,R Ð / T Ò ���¼ �Z� , @CB% òô ¸ QR 	� ?I02 Ð / � Ò 1 � �L ìî ï Îx !%$ ÿ, � Ò T Ò ( � HJ , 0 < a < 1).

[ ÓÔ ÕRÖ�× ]
( � Ò ) dy

dx
= −

√

1− x
2

3

x
1

3

Ð /wÝÞ ßá 1 + (
dy

dx
)2 = 1 +

1− x
2

3

x
2

3

= x−
2

3 Ð /âÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È ýþ åA@CB%]	�?I02 Ð / ùû ü
∫

1

0

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx =

∫

1

0

x−
1

3dx

=

[

3

2
x

2

3

]1

0

=
3

2

Ð /âÑdÒ .
( K Ò ) �ø � Ò ùû ü ��=, ���ñ 	� ¹Cº» Ð / ùû ü ∫

1

0

(1− x
2

3 )
3

2dx Ð /¨ÑdÒ . Ð / ±³²ë ìî ï +ßÞ½I HJ � Ò a / rsËÊ ³ Æ+È x =

sin3 θ T ÒVUW � /¿¾À�Á¨� Ò ¼¾½%
∫

1

0

(1− x
2

3 )
3

2dx =

∫ π

2

0

3 sin2 θ cos4 θdθ

= 3

∫ π

2

0

(sin θ cos θ)2 cos2 θdθ

= 3

∫ π

2

0

sin2 2θ

4
· cos 2θ + 1

2
dθ

=
3

8

∫ π

2

0

(sin2 2θ cos 2θ + sin2 2θ)dθ

=
1

16

[

sin3 2θ
]
π

2

0
+

3

8

∫ π

2

0

sin2 2θdθ

= 0 +
3

16

∫ π

2

0

(1− cos 4θ)dθ

=
3

16

[

θ − 1

4
sin 4θ

]
π

2

0

=
3π

32

Ð /âÑdÒ .
( ÑdÒ ) P (a, b) ÃÅÄ Æ+È 	� ^�_5 @CB%`	� #%$& )+*, ���ñ µ· ¸ y = −

√

1− a
2

3

a
1

3

(x− a) + b Ù4Ú%�Û�Ü , b = (1− a
2

3 )
3

2

Ð /wÝÞ ßá y = −
√

1− a
2

3

a
1

3

(x− a) + (1− a
2

3 )
3

2 Ð /¨ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È x ^�_= n�o% µ· ¸ a
1

3 , y
^�_= n�o% µ· ¸

√

1− a
2

3 Ð / WX â ÑdÒ . ©ª*Õ.× ÝÞàßá @CB% òô ¸ QR 	� ?I02 Ð / ùû ü (a
1

3 )2 + (
√

1− a
2

3 )2 = 1 Ð /¨ÑdÒ .
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[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ]

( � Ò ) )¾ðñóòô ¸ ���ñ é ÒZë / ± ²6 õÞ ¼¾½% 3 )¾ðL , µ ²· é ÒZë / ± ²6 õÞ ¼¾½% 5 )¾ðL .

( K Ò ) )¾ðñóòô ¸ ���ñ é ÒZë / ± ²6 õÞ ¼¾½% 2 )¾ðL , µ ²· é ÒZë / ± ²6 õÞ ¼¾½% 5 )¾ðL .

( ÑdÒ ) ^�_5 @CB%`	� #%$& )+*, ���ñ ìî ï ± ²6 +�� �ø � Ò ¼¾½% 2 )¾ðL , µ ²· é ÒZë / ± ²6 õÞ ¼¾½% 5 )¾ðL .

[ �¡ £¢¥¤¦õôöø÷�ùú ] ¼ B%¯Â Ï ( � Ò ) ùû ü ýþ å\@CB%]	� ?I02 Ð / Rî ï �ø � Ò ùû ü OQ ü ¿ÁÀ Ù4Ú%�Û�Ü , z}|NM� òô ¸ 	� ��� '6+78 ÓÔ ¯ Ð / R ²T pd ï ����ÑdÒ . : HJ ¡¢ £ g / òô ¸ ìî ï /102 �� � Ò ùû ü ��� �6+78 ÓÔ ¯ &( � ��Ã���� ÑdÒ . ©ª�ã /�UW ( K Ò ) ùû ü )¾ðñóòô ¸�õÞàßá ¹Cº» Ð / Rî ï �ø � Ò ùû ü
OQ ü ¿ÁÀ Ù4Ú%�Û�Ü , z}|­M� òô ¸ 	� ��� '6+78 Ð / Ð /tOQ ü ¿ÁÀ Rî ï pd ï ë /9�� � ~}�� ÑdÒ . � /³¾À�Á ìî ï 
 ×ÅÄ<ÆÇ +�� ���¼ ë /�UWÉÈ Ú% æéèêVÊË ÌR)¾ðñ
&( ¾á Ð /�UW � /¿¾À�Á ìî ï æéèê �� ÃÅÄ�&( +ßÞ½I HJ Ð /�Í9 » R ²· � Ò%
���Î[ a / æéèê ÇÉÈ¼ ±³²´¶µ· ¸ ��� '6+78 &( ± ²ò : Ðó_ÑdÒ . Ï Ò ë /Ð Ð8 õÞàßá ( ÑdÒ ) ùû ü z}|­M� òô ¸ 	� ��� '6+78 ÓÔ ¯ Ð / ^�_5 @CB%]	� #%$& )+*, ���ñ µ· ¸ ± ²6 +�� �ø ~}�� ÑdÒ . � ÒZë /ìFIHJ �( ãä � FIHJ 6+78
ÏIÐ8 ìî ï ö Òf÷ø ¼¾½% ÑdÒ :=<> æéèê #%$& ���5 õÞ ßá @CB% òô ¸ QR 	� ?I02 Ð / Rî ï +ßÞ½I HJ ���¼ �� � �� ùû ü Û�Ü ©ª íÉï ã / Rî ï +ßÞ½I HJÊ ³¸
 | ë /P�� � ~}�� ÑdÒ . Ñh}Ò UW ßá Ð /POQ ü ¿ÁÀ Rî ï ÑI$& 	� )¾ðñ õÞàßá ¾á ÑdÒµÓÔÖÕ +�� pd ï 
 ×E×ÙØÚ ��� '6+78 ÓÔ ¯ &( �
	>NÛ 	> �� � ��
���� ÑdÒ . � �ñ�ÜÝ � æéèê,+ßÞ�I HJ ÃÅÄ z}| Ê ³ Æ+È ùû ü �� ! ÜÝ � � Ò +�� R ²T � Ò ë /CFIHJ , �( ãä � Í9 » R ²· � ÒVUW Þ ²ß @CB% +ßÞ½I HJ Ð / K Ò '(¼¾½%*à§á­â� 
 ×aã �5 +���äÞÉå /�UW ÓÔÖÕ +�� Î[ a / � Ò ùû ü;ÇÉÈ¼ ±³²´ : Ðó_ÑdÒ .

�� L'¥¨§ 12 æç è ¼¾½%`	� 1435 ë / 7x y Ð / 2√
3
, ÛÜ é Ð / � Ò 2 Ù4Ú% ) �ñ \^`_têd ï H( :=<> 	� ©ª 7x ë ÃÅÄ ´® ¯ Ð / � Ò �� � ÓÔ ¯ 
 × � �� ÑdÒ .

Ð / ©ª 7x ë ÃÅÄ 1435 ë / 7x y Ð / r Ù4Ú%Éìí �øïîÔ ¯ ìî ï ©ª «�¬­ ®° ±³²´ Ð /�Û ÐÑ ý| ð �Z� , )û , Õ.×ªñCòL � / ùû ü ´® ¯ 	� :=<> ìî ï*óô z}|
ßá � Ò ùû ü r 	� ±³²ë ìî ï �ø � Ò T Ò .

[ ÓÔ ÕRÖ�× ] )û , Õ.×�ñCòL � / ùû ü ´® ¯ 	� :=<> µ· ¸ ´® ¯ �� � ÃÅÄõj ÐÑ a / ùû ü M� òô ¸ 	� M�÷ö / DE ±³²´ õÞ ÝÞàßá ´® ¯ �� � ÃÅÄõj ÐÑa / ùû ü M� òô ¸ 	� M�÷ö / Rî ïSóô z}| ßá � Ò ùû ü �ø 	� 1435 ë / 7x y ìî ï �ø � Ò ¼¾½% "# ùû ü Û�Ü ,
�ø DE \^`_têd ï 	� àáÅâ +ßÞ ùû ü�ø 	� 1435 ë / 7x y r 	� ±³²ë ÃÅÄ � Ò T Ò Ì À � ÒZë / Çüû,`ý� ßá K Ò��� 
 ×�øù ï �� � �� ÑdÒ .

(1) r ≤ 2

3
Ù4Ú% Çüû,`ý� ÃÅÄ ùû ü �ø � Ò¶´® ¯ �� � ÃÅÄ °±Åâ JLK% è / j ÐÑ a / +�� "# UW Ð / �Z� ´® ¯ �� � ÃÅÄúj ÐÑ a / ùû ü M� òô ¸

	� M�ïö / ùû ü 4

3
πr3 Ð /v� � r Ð / Îx ! � Ò ���� ÃÅÄ � Ò T Ò Îx ! � Ò æéèê ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È r =

2

3
143= �Z�ÉM�ïö / ùû ü óô z}|

� Ò WX â ÑdÒ .
(2) r ≥ 4

3
Ù4Ú% Çüû,`ý� ÃÅÄ ùû ü �ø � Ò \^`_têd ï ÃÅÄ ^�_5 � ÒZë / ñ ²ò UW \^`_ûêd ï rs ÃÅÄ � �ü�ý³þ ë / +�� "# ùû ü Û�Ü Ð / �Z� ´® ¯

�� � ÃÅÄÿj ÐÑ a / ùû ü M� òô ¸ 	� M�ïö / ùû ü r Ð / Îx ! � Ò ���� ÃÅÄ � Ò T Ò ÏIÐÑ &( æéèê ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È r =
4

3
143= �Z�õM�ïö / � Ò

óô z}| � Ò WX â ÑdÒ .
(3)

2

3
≤ r ≤ 4

3
Ù4Ú% Çüû,`ý� ÃÅÄ ùû ü �ø � Ò \^`_ûêd ï ÃÅÄ ^�_5 � Ò +�� WX â ÑdÒ . X Òª²m³ ©ªv«�¬­ ÃÅÄ Æ+È tan θ =

1√
3
Ð /

ÝÞ ßá θ =
π

6
Ð /wUW , Ð / � Ò /102 ®° � ÐÑ ÏIÐ8tsvui 	� µ ²� �x y ìî ï Ð /�� "! � Ò ¼¾½% h ùû ü (2− 2r) � �L ìî ï ñ ²T �� � �� ÑdÒ .
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� Ò T Ò Æ+È �� JLK%�¿ÂÁf	� M�÷ö / Rî ï �ø � Ò ùû ü ���ñ ìî ï Ð /�� "! � Ò%
���´® ¯ �� � ÃÅÄ�j ÐÑ a / ùû ü M� òô ¸ 	� M�÷ö / Rî ï �ø � Ò ¼¾½%
V (r) =

2

3
πr3 + π

∫

2−2r

0

(r2 − x2)dx

=
2

3
πr3 + π[r2x− 1

3
x3]2−2r

0

=
2

3
πr3 + πr2(2− 2r)− π

3
(2− 2r)3

=
π

3
(4r3 − 18r2 + 24r − 8)

Ð /¨ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È V ′(r) = 4π(r2 − 3r + 2) = 4π(r − 1)(r − 2) Ð /wUW Ð / Rî ï Ð /�� "! � Ò%
�� Îx !GÏIÐÑ OQ
Rî ï ©ª*Õ�� ¾á ¼¾½% r = 1 ÃÅÄ Æ+È óô z}| ±³²ë ìî ï � Ò ) �L ìî ï ñ ²T �� � �� ÑdÒ . � Ò T Ò Æ+È ´® ¯ �� � ÃÅÄúj ÐÑ a / ùû ü M� òô ¸ 	�
M�ïö / � Ò óô z}| 143= �Z��ùû ü r = 1 143= �Z� Ð /âÑdÒ .
[ �¡ £¢¥¤¦¨§ ×ª©« ¬ ] 1. M�÷ö / Rî ï 1435 ë / 7x y ÃÅÄ àáÅâ æéèê ���ñ õÞàßá )+*,åäæ ç�è / K Ò��dÒ�
 | ¼¾½% 10 )¾ðL .

2. 1435 ë / 7x y 	� ?I02 Ð / ÃÅÄ � ÒED· ¸ Ì À � Ò ë / Çüû,\ý� Rî ï UW Õ�� � Ò ë / ñ ²ò õÞ ¼¾½% 5 )¾ðL ÏIÐÑ )¾ðL .

3. M�ïö / 	� ���ñ ®° µ ²· µ· ¸ ± ²6 : Ðó�ë /CFIHJ +ßÞ�I HJ Ð / ¨î ïª©�«¬ Çüû,\ý� ùû ü 5 )¾ðL ÏIÐÑ )¾ðL .

[ �¡ £¢¥¤¦õôöø÷�ùú ] z}|NM� òô ¸ 	� ��� '6+78 ÓÔ ¯ Ð / �ø � Òî´® ¯ �� � ÃÅÄ °±Åâ JLK% è / j ÐÑ a / ùû ü Çüû,\ý� K Ò�\^`_ûêd ï rs ÃÅÄ � �ü ý³þ
ë / ùû ü;Çüû,\ý� ùû ü JLK% ý³þ UW Õ�� � Ò ë / ñ ²ò : ÐóCÑdÒ . ©ª�ã /�UW ´® ¯ ÃÅÄ�j ÐÑ a /¡ë / ñ ²ò ùû ü M� òô ¸ Ð / óô &( � Ò "# &(879 »� Ò ùû ü 1435 ë / 7x y ìî ï �ø æéèê ��� �6+78 ÓÔ ¯ &( ± ²ò : Ðó ùû ü Û�Ü �ø 	� JLK%�¿ÂÁ M�÷ö / � Ò]e ½% � Ò ùû ü �
	>fä��� ÃÅÄ Æ+È Ð / DE ±³²´
µ· ¸ #%$& ���5 µ· ¸ ìù � ë / ñ ²ò ÑdÒ . [( æéèê )¾ðñsòô ¸ ���ñ ìî ï ± ²6 +�� �ø æéèê ��� '6+78 ÓÔ ¯ °d�� ÃÅÄ Æ+ÈT&( g / òô ¸ ìî ï ¿ÁÀ z}| ßá � Ò
ë /��� � æéèê Çüû,\ý� � Ò ± ²ò : ÐóCÑdÒ .


