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• 1 =?>@BACEDGF 6 =?>@IHJ K LNMOQPSRTVU�WXVY�Z\[] , 7 =?>@^ACEDGF 13 =?>@_HJ Ka`cbedf g U�WXVh	ijlk ZnmNo .
• LNMOpPSRT"U�WX HJ K PSRTrq MOastu[] , `cbvdf g U�WX HJ K PSRTrwx y	z{�|2}�~� g Y�Z wxE����^�� g�� MO LNMO��G�����^� o����^st^��Z$�� .

• �	�� �� K y	��_��  c¡���¢£ HJ K LNMOQPSRTVU�WX 5
��¢£ , `cbedf g U�WX 10

��¢£ h	ijQk Z¤mNo .

�� K¦¥¨§ 1 ©6ª«¬® ¯"°²±%�³µ´·¶¸ ¹»º¼�½(¿¾6ÀÂÁ -»ÃÄ ÅÇÆÉÈËÊÌ�ÍÏÎ%¶¸ ÐvÑvÒ - ÈËÊÌÔÓÕ Ö θ × ÑÙØÛÚÜuÝ2Þ cos θ =
Ò -àß Ñ .

[ áâ ãQä�å ] ©6ª«¬® ¯"°²±%�³µ´�¶¸ ¹»º¼�½(¿¾6ÀÂÁ - ¶¸ æËçè Ò -eéÕ Ö a × Ñëêì í Ñ °²±% ÅÇÆîÈËÊÌïÍÏÎ%ð¶¸ æËçè Ò -eñò ó √3a
Ò -¨ß Ñ .ô Ñ × Ñ ¾6À cos θ =

a√
3a

=
1√
3

Ò -àß Ñ .

3a

a

�� K¦¥¨§ 2 x = 0 õ÷ö ¾6À x = 1 ø Ñ2ù -Vúû ü ÍÏÎ% y =
ex + e−x

2
¶¸ æËçè Ò -eñò ó Ò -àß Ñ .

[ áâ ãQä�å ] úû ü ÍÏÎ%¶¸ æËçè Ò -vñò ó
∫

1

0

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx =

∫

1

0

√

1 +

(

ex − e−x

2

)2

dx

=

∫

1

0

ex + e−x

2
dx

=

[

ex − e−x

2

]1

0

=
1

2
(e− e−1)Ò -¨ß Ñ .

�� K¦¥¨§ 3 lim
x→3

x

x− 3

∫

x

3

sin t

t
dt =

Ò -¨ß Ñ .

[ áâ ãQä�å ] F (x) =

∫

x

0

sin t

t
dt × Ñëêì í Ñ °²±% , lim

x→3

x · F (x)− F (3)

x− 3
= 3 · F ′(3) = sin 3

Ò -àß Ñ .
1



2

�� K¦¥¨§ 4 úû ü ÍÏÎ% x3 + y3 = 6xy ( ý»þÿ , x > 0, y > 0) �� õ÷ö x �� ¯��� �	�«�
�� Ò -��� ñò ó ���3 ÍÏÎ% ÓÕ Ö ������� ÓÕ Ö
Ý2Þ , ���3 ©��� ¶¸ � "!# ñò ó Ò -àß Ñ .

[ áâ ãQä�å ] $% & ���' )* ¶¸ ( -*)+ ,.-�/3 õ÷ö ¶¸1032
3x2 + 3y2y′ = 6(y + xy′)Ò -¨ß Ñ . 4�576 - ¾6À ���3 ÍÏÎ% Ò - x �� ¯8�� �	�«9
�� /21< Ý2Þ õ÷ö ñò ó y′ = 0

Ò -;:<>=? 3x2 = 6y , @% ¯ y = x2

2

Ò -¨ß Ñ .Ò -BADCE ÓÕ Ö FG 4�HJI;K% úû ü ÍÏÎ%ð¶¸ LNMO õ÷ö ÅÇÆ /213 í Ñ °²±% x3(x3 − 16) = 0
Ò -àß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À x = 2

4

3 , y = 2
5

3Ò -¨ß Ñ .
�� K¦¥¨§ 5 lim

A→∞

∫

A

0

e−x sinx dx =
Ò -¨ß Ñ .

[ áâ ãQä�å ] PG )+ , ©��O )+ ,.-�/3 õ÷ö ¶¸1032
P :=

∫

A

0

e−x sin x dx =
[

−e−x sin x
]A

0
+

∫

A

0

e−x cos x dx

=
[

−e−x sin x
]A

0
+
[

−e−x cos x
]A

0
−
∫

A

0

e−x sinx dx

Ò -¨ß Ñ . �� ¶¸ LNMO ÓÕ Ö ©6ª« Á - í Ñ °²±%
P =

1

2

[

−e−x sinx − e−x cosx
]A

0
=

1

2

[

−e−A sinA− e−A cosA + 1
]

éÕ Ö ���Q ñò ó"ß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À
lim

A→∞

P =
1

2Ò -¨ß Ñ .
�� K¦¥¨§ 6 ©6ª« ¶¸ ��RO Ò - (−π

2
,
π

2

) S
K% ���' )* y = tanx ¶¸ ��RO ���' )*�éÕ Ö x = f(y) × Ñ ØÛÚÜ¿Ý2Þ , ∫ 1

0

f(y) dy =Ò -¨ß Ñ .

[ áâ ãQä�å ] TU í Ñ ñò ó ©��O )+ ,WVBXY ÓÕ Ö ���Z\[]_^<>=? ` ÑbacÑBc�Æ °²±% ß Ñ $% & 4�H�d* e+ , PG )+ , Ò -;:<>=?
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TU í Ñ ñò ó ©��O )+ ,.VBXY"fg ,
π

4
−
∫ π

4

0

tanx dx =
π

4
+ [ln | cos x|]

π

4

0
=

π

4
+ ln

1√
2Ò -¨ß Ñ .

( ß Ñihg , jk Ö Ò - ) l MO ���3nmporq þÿ í Ñ °²±%
∫

1

0

f(y)dy =

∫ π

4

0

f(tanx) sec2 x dx

=

∫ π

4

0

x · sec2 x dx

= [x · tanx]
π

4

0
−
∫ π

4

0

tanx dx

=
π

4
+ [ln | cos x|]

π

4

0
=

π

4
+ ln

1√
2Ò -¨ß Ñ .

�� K¦¥¨§ 7

( s Ñ ) ( -t)+ , ¶¸ �	�«vuw ó VBXY ©6ª« Á - éÕ Öyx\z × Ñ .
( ` Ñ ) { Ñ}|~���� Ñ d* ÅÇÆ s Ñ A

ù - ©��� õ÷ö ¾6À B
ù - ©��� ø ÑGù - VBX� fg , æËçè ÓÕ Ö s Ñ ñò ó���� ,

|~�� +.- õ÷ö��k Ö����� í Ñ.êì|~�� +.- õ÷ö &(��\�� í Ñ ��R� ß Ñ °²±% d* { Ñ}|~���� Ñ ¶¸ �� � &(�mpo s Ñ VBX� fg , �� � &( éÕ Ö s Ñ Á -3�Û-eñò ó��� ó8� þÿ Ò - ©��O
4�H &( ¹»º¼�� Î%�� M� ���� $% & ÓÕ Ö �? 4�5 × Ñ .

[ áâ ãQä�å ]
( s Ñ ) � Ê �¡£¢¤ TU � þÿ [a, b] õ÷ö ¾6À�¥§¦% �� � Ò - êì , ¨ª©<¬« ¢ TU � þÿ (a, b) õ÷ö ¾6À ( -t)+ , s Ñ}®¯ � ¹»º¼ ���' )* f õ÷ö ÅÇÆí Ñ 4�5

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− aS
K% c s Ñ (a, b) õ÷ö±°² ,�³ 2ë¹»º¼ ß Ñ .

( ` Ñ ) +.-´� þÿ ¶¸ µ �� �� éÕ Ö [0, T ] , d* � Ñ ¶¸ +.-´� þÿ õ÷ö ô Ñihg , ���¶ -eéÕ Ö ÈËÊÌ ÈËÊÌ f(t), g(t) × Ñ í Ñëêì ,

h(t) = f(t)−g(t) × Ñëêì í Ñ °²±% , h(0) = h(T ) = 0
Ò -àß Ñ . ( s Ñ ) õ÷ö ¶¸ í Ñ 4�5 , h′(c) = 0

S
K%

c s Ñ (0, T ) õ÷ö·°² ,�³ 2.¹»º¼ ß Ñ . h′(c) = f ′(c)− g′(c)
Ò -N:<>=? , f ′(c) = g′(c)

S
K% c s Ñ (0, T )

õ÷ö ¾6À °² ,�³ 2ë¹»º¼ ß Ñ .
[ ¸	¹7º¼»½�¾ å\¿À Á ]

( s Ñ ) s Ñ ©6ª« ÓÕ Ö 4657ÃÂBÄ� í Ñ °²±% 3 ©��� .

s Ñ ©6ª«ÃÅ þÿÇÆ< °²±% 2 ©��� .

( ` Ñ ) ÈDÉ Á - - �� � &( ���Ê 2ÌËÍ =? Å þÿyÎ /<ÐÏ �« ØÛÚÜ +.- õ÷ö ñò ó 0 ©���"Ñ	Ò Á - .
”
�	�«vuw ó �� � &( s Ñ VBX��Ó Ñ ¾6À 4�H9Ô< �� ó�� þÿ õ÷ö VBX� fg , �� � &( éÕ Ö s Ñ I;K% ß Ñ .” 0 ©���"Ñ	Ò Á - .

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
=

g(b)− g(a)

b− a
= g′(c) × Ñëêì Æ< °²±% 0 ©���"Ñ	Ò Á - .
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[ ¸	¹7º¼»½ÐÕÖØ×ÚÙÛ ]
ÅÇÆ PG )+ , ¶¸ ��� �4657ÝÜÞ ß Ò - ���Ê 2ÌËÍ éÕ Ö Ò - $à � í Ñ 4�5âá� ó�ãåä éÕ Ö 032 Açæ< í Ñ£è§éNêì í Ñ ��R� ß Ñ . ê( ¹»º¼

f ′(α) =
f(b)− f(a)

b− a
=

g(b)− g(a)

b− a
= g′(β)

� M� õ÷ö &( ëk Ö TU í Ñ.êì , α = β =? 4657 ÈËÊÌ í Ñ.êì ì+ , Aîí«ðï* s Ñòñ Xó·ô Êõ ß Ñ .
�� K¦¥¨§ 8 ���Z\[] �� VBX� Ò - ��ö« ��RO {(x, y) : x ≥ 0, − 1√

x
≤ y ≤ 1

x3

}

õ÷ö c�Æ ���3 í Ñ ñò ó l MO ÐvÑ�ÈËÊÌð÷3øù s Ñ e+ ,
���ûúýüþ Ò - s Ñ ÿ���� S

K% ADCE ¶¸ s Ñ =? æËçè Ò -��v1� úýüþ Ò - éÕ Ö TU í Ñ 4�5 × Ñ .

[ áâ ãQä�å ] FG 4�HiI;K% l MO ÐvÑ�ÈËÊÌð÷3øù ¶¸ úýüþ Ò -eñò ó
S = f(x) = x(

1

x3
+

1√
x

)

Ò -¨ß Ñ . x > 0
S
K% µ �� �� õ÷ö ¾6À úýüþ Ò - ¶¸ ÿ���� VBXY ÓÕ Ö TU í Ñ 6 - ��â032 /21< ý»þÿ ���' )* ¶¸ 	
 ü ÅÇÆ , 	
 ü �� �v1� @% �ÈËÊ� ÓÕ Ö�( ÐvÑ2¹»º¼ ß Ñ . ° Î%���� ( -*)+ , í Ñ °²±%

f ′(x) =
x

5

2 − 4

2x3

Ò -;:<>=? f ′(x) = 0
Ò - �� ñò ó x ¶¸ VBXY ÓÕ Ö TU í Ñ °²±% x = 5

√
16
Ò -àß Ñ . f ′′(x) = (

4

x4
− 1

4

1√
x3

)
Ò - êì ,

f ′′(
5
√

16) =
3

2
16

5

> 0
Ò -;:<>=? x = 5

√
16 õ÷ö ¾6À 	
 ü �� VBXY ÓÕ Ö VBX� ñò ó"ß Ñ . �� è H :<>=? á� óðãåä õ÷ö ¾6À��� TU

í Ñ ñò ó s Ñ =? ¶¸ æËçè Ò -eñò ó 5
√

16
Ò - êì ,

ÿ���� ¶¸ úýüþ Ò -vñò ó 5 · 2−8

5

Ò -¨ß Ñ .
( ß Ñihg , jk Ö Ò - )
FG 4�HJI;K% ���' )* f(x) õ÷ö ¾6À ÈËÊÌ ���� ½( d* ô��� )* Ò -;:<>=? q þÿ��� ß �	�«vuw ó �� 6 - í Ñ��	�« uw ó ÐvÑeÒ - ¶¸ PG |¯ � LNMO

a1 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1 · · · an

ÓÕ Ö Ò - $à � í Ñ °²±% ,

x(
1

x3
+

1√
x

) =
1

x2
+

√
x

4
+

√
x

4
+

√
x

4
+

√
x

4
≥ 5

5

√

(
1

4
)4 = 5 · 2− 8

5

Ò - êì ,
1

x2
=

√
x

4
/21< Ý2Þ |¯ � �! s Ñ#"�$«&%('3 í Ñ.êì ÿ���� VBXY ÓÕ Ö s Ñ I;K% ß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À x = 5

√
16
Ò - êì ,

ÿ����
°²±% ©��O fg , 5 · 2−8

5

Ò -¨ß Ñ .
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[ ¸	¹7º¼»½�¾ å\¿À Á ] 1. FG 4�HJI;K% l MO ÐvÑ�ÈËÊÌð÷3øù ¶¸ úýüþ Ò - éÕ Ö x õ÷ö*)+-, ¹»º¼ LNMO ^<>=? ` ÑBacÑbc�Æ °²±% 3 ©��� .

2. f ′(x) = 0
Ò - �� ñò ó x ¶¸ VBXY ÓÕ Ö ñ X� m/. TU í Ñ °²±% 7 ©��� .

[ ¸	¹7º¼»½ÐÕÖØ×ÚÙÛ ]
Ò - á� óðãåä ñò ó ( -*)+ , ÓÕ Ö Ò - $à � ¹»º¼ ÿ� ÅÇÆ

,
ÿ���� VBXY TU í Ñ ñò ó á� óðãåä =? { Ñ FG �� m10 �� ñò ó ï2

÷3øù Ò -àß Ñ . 3 2 ©���54k76 ï2 Á - ���' )* ¶¸ &( ���' )* éÕ Ö TU í Ñ ñò ó 6 -98: , ©��O S K% c�Æ $à � ÓÕ Ö ½(<;Í ÈDÉ ` Ñ , = X>@? þÿ ÓÕ Ö ¥§¦%AÞ B@CED� õ÷öGF ÊÌ ¾6À í Ñ}|¯ H Æ< ñò ó ��� '4657 Ò - � M� ñò ó ADCE ÓÕ Ö �? ô Êõ ß Ñ . 6 -I8: , ©��O S K% mpoÃq þÿ ¥§¦% AÞ B �� = X>J? þÿ Æ< ñò ó ��K �« Ò - PG @L ¯ ¹»º¼ ADCE VBX� ß Ñ .
�� K'¥¨§ 9 ��ûZ\[] �� VBX� Ò -NMOQP@Rk Ö õ÷ö c�Æ ���3 í Ñ ñò ó MOQP 6 -�S� 6 s Ñ e+ , ��� PG�T - s Ñ ÿ�,ÅÇÆ S K% MOQP 6 -�S� 6 õ÷ö ÅÇÆ í Ñ 4�5
MOQP 6 -�S� 6��� MOQPJRk Ö ¶¸ PG�T - ¶¸ U - éÕ Ö TU í Ñ 4�5ë× Ñ .

[ áâ ãQä�å ] FG 4�HiI;K% MOQP@Rk Ö ¶¸ VW X Ò -eéÕ Ö H , �v1Y °²±%¶¸ Z\[] ù -9^% & ÓÕ Ö R
Ò - × Ñ í Ñ °²±% FG 4�HJI;K% MOQPJRk Ö ¶¸ PG

T -vñò ó
V0 =

1

3
πR2HÒ -¨ß Ñ . �� Á - êì c�Æ ���3 í Ñ ñò ó MOQP 6 -ES� 6 ¶¸ VW X Ò -eéÕ Ö h , �v1Y °²±%ð¶¸ Z\[] ù -9^% & ÓÕ Ö r

Ò - × Ñ í Ñ °²±% TU í Ñ ñò ó MOQP
6 -ES� 6 ¶¸ PG�T -eñò ó

V = πr2hÒ -¨ß Ñ . 4�576 - ¾6À H : R = H − h : r
Ò - "�$«_%('3 í Ñ :< =? h = (1− r

R
)H

Ò - êì V = πr2(1− r

R
)HÒ -¨ß Ñ . V éÕ Ö r =? ( -*)+ , í Ñ °²±%

V ′ = πr(2− 3

R
r)HÒ -;:<>=? r = 2

3
R õ÷ö ¾6À V s Ñ ÿ� ÅÇÆ VBXY ÓÕ Ö s Ñ l M� ÓÕ Öa` Xb )* � M� ß Ñ . �� è H °²±% ÿ� ÅÇÆ VBXYnfg ,

VM = V
∣

∣

r=
2

3
R

=
4

27
πR2HÒ - êì ,

Ò - Ý2Þ MOQP 6 -�S� 6��� MOQP@Rk Ö ¶¸ PG�T - ¶¸ U -eñò ó
VM : V0 =

4

27
πR2H :

1

3
πR2H = 4 : 9Ò -¨ß Ñ .

[ ¸	¹7º¼»½�¾ å\¿À Á ] V = πr2(1− r

R
)H ÃÄ VBX� Ò - V éÕ Ö r ê( ñò ó h õ÷öc)+-,ï¹»º¼ LNMO ^<>=? ©6ª« Á - í Ñ °²±% 4 ©��� .( -*)+ , 032 ¾6À V ¶¸ ÿ�,ÅÇÆ VBXY Ò - r = 2

3
R /21< Ý2Þ ` Ñed( ñò ó VBXY � M� ÓÕ Öfg h S K% í Ñ °²±% 7 ©��� .

V ¶¸ ÿ�,ÅÇÆ VBXY ÓÕ Ö mpoÃq þÿ 032 ¾6À PG�T - U - éÕ Ö 4 : 9 =? TU í Ñ °²±% 10 ©��� .
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[ ¸	¹7º¼»½ÐÕÖØ×ÚÙÛ ] á� óðãåä�éÕ Ö jk Ö ù -ji~ H í Ñ ñò ó ��� �4657ÝÜÞ ß ¶¸ ÅÇÆ PG )+ , fg , MOQP 6 -�S� 6 ¶¸ PG�T - V éÕ Ö Z\[] ù -9^% & r ê(ñò ó VW X Ò - h ¶¸ ���' )* =? �? êì ÿ�,ÅÇÆ VBXY ÓÕ Ö TU ¹»º¼ ß Ñ ñò ó m10lknm� ÓÕ Öpo X> ù -qi~ H ¹»º¼ ADCE ^<>=? �? S
K% ß Ñ . PG�T -éÕ Ö TU í Ñ ñò ó úû7r LNMO ÓÕ Ös` Xb êì ñò ó � M� ù - Å þÿ Ò -eéÕ Ö í Ñ ` Ñ ¶¸ � ±% )* õ÷öt)+-, ¹»º¼ ���' )* =? ©6ª« Á - í ÑGù -ui~ H í Ñ ��R�ß Ñ . FG 4�HJI;K%wv D� fxzy ÓÕ Ö )* LNMO ^<>=? !#|{�}¤ í Ñ.êì Ò -eéÕ Ö~�-� $à � í Ñ ñò ó �� �G� ±% Ò -��Û1< �� í Ñ ß Ñëêì Ô<�� K% ß Ñ .

• �� K¦¥¨§ 10 �� �� K'¥¨§ 11 õ÷ö ¾6À , � M� ¶¸ ¶¸ ß Ñ ���� LNMO p(x) õ÷ö ÅÇÆ í Ñ 4�5 lim
x→∞

p(x)

ex
= 0 � M� ÓÕ Ö Ò - $à � í Ñ × Ñ .

�� K¦¥¨§ 10 ß Ñ $% &
f(x) =

{

e−
1

x
2 , x 6= 0,

0, x = 0
�� VBX� Ò - ©6ª« ¶¸��� , ���' )* éÕ Ö 4657 ÈËÊÌ í Ñ { Ñ .

( s Ñ ) Ò - ���' )* s Ñ x = 0 õ÷ö ¾6À ( -*)+ , s Ñt®¯ � ���' ÓÕ Ö �? Ò - êì f ′(0) ¶¸ VBXY ÓÕ Ö TU í Ñ 4�5ë× Ñ .
( ` Ñ ) ���' )* y = f(x) ¶¸ ���Ê 2ÌËÍ s Ñ Ó Ñ Ê 2 =? �� Ö ^� ¯ S K% TU � þÿ ÓÕ Ö TU í Ñ 4�5 × Ñ .

[ áâ ãQä�å ]
( s Ñ ) ©6ª« ¶¸ =? PG�� �

f(x)− f(0)

x− 0
=

1

x

e
1

x
2

=

√
h

eh
(h =

1

x2
;x 6= 0)

S
K% ��� , x→ 0 õ÷ö ô Ñ × Ñ h→∞

Ò -;:<>=? ,

lim
h→∞

√
h

eh
· · · (∗)

s Ñ °² ,�³ 2 ���' ÓÕ Ö �? Ò - êì , �� VBXY ÓÕ Ö TU í Ñ × Ñ ñò ó á� ó�ãåä Ò -àß Ñ . ���� Î% ���
0 ≤

√
h

eh
≤ h

eh
(h ≥ 1)Ò - êì

lim
h→∞

h

eh
= 0Ò -N:< =? ,

	
 ü ¹»º¼ (∗) s Ñ °² ,�³ 2 í Ñ.êì �� VBXY"fg , 0
Ò -àß Ñ .

( ` Ñ ) ���' )* f(x) ¶¸ Ò - mpo &( ���' )* s Ñ f ′′(x) > 0
S
K% TU � þÿ õ÷ö ¾6À �� ��ØÊ 2 ËÍ s Ñ Ó Ñ Ê 2 =? �� Ö ^� ¯

í Ñ ß Ñ . ���' )* ¶¸ Ò - mpo &( ���' )* éÕ Ö mpoÃq þÿ í Ñ °²±% , x 6= 0 /21< Ý2Þ
f ′′(x) =

(

−e− 1

x
2 · (− 2

x3
)

)

′

=
2

x4
· e− 1

x
2 ·
(

2

x2
− 3

)

Ò -àß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À 2

x2 − 3 > 0
S
K% x ¶¸ TU � þÿ ÓÕ Ö TU í Ñ °²±% �� , ß Ñ . @% ¯ ,

−
√

6

3
< x <

√
6

3õ÷ö ¾6À ���Ê 2 ËÍ ñò ó Ó Ñ Ê 2 =? �� Ö ^� ¯ Ò -àß Ñ .
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[ ¸	¹7º¼»½�¾ å\¿À Á ]

( s Ñ ) 1. ���' )* f s Ñ x = 0 õ÷ö ¾6À ( -*)+ , s Ñ}®¯ � í Ñ 6 - ��Ô¹»º¼ �(����% ÓÕ Ö Ï �« +.- í Ñ °²±% 2 ©��� . ( õ�� éÕ Ö ÜÞ ß
4�H �� ½( µ �� = X>J? þÿ �� VBX� Ò - “

( -*)+ , s Ñt®¯ � í Ñ 6 - �� 032 ¾6À ñò ó f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0s Ñ °² ,�³ 2 ���' ÓÕ Ö �? Ò - °²±% �� , ß Ñ ” |¯ � ¶¸ �(����% ÓÕ Ö Ï �« +.- )
2.
( -*)+ , s Ñt®¯ � �(����% ÓÕ Ö Ï �« +.- í Ñ.êì f ′(0) = 0 ¶¸ VBXY ÓÕ Ö ���Q1^< °²±% 5 ©��� .

( ` Ñ ) 1. “ ���' )* f(x) ¶¸ Ò - mpo &( ���' )* s Ñ f ′′(x) > 0
S
K% TU � þÿ õ÷ö ¾6À �� ���Ê 2ÌËÍ s Ñ Ó Ñ Ê 2 =?

�� Ö ^� ¯ í Ñ ß Ñ .” ¶¸ �(����% Å þÿ Ï �« +.- í Ñ °²±% 2 ©��� .

2. �� 1 ¶¸ �(����% ÓÕ Ö Ï �« +.- í Ñ.êì ©6ª« = X> ÓÕ Ö�� Ñ ;Í m/. TU í Ñ °²±% 5 ©��� .

3. Aîí« mpo VBXY ( � ±% úû ü ©��� ) ÓÕ Ös�� ���' +.-�� K% Aîí«ðï* õ÷ö &( ©6ª« = X> ^< =? Ñ	Ò Á - í Ñ 4�5 5 ©��� .

[ ¸	¹7º¼»½ÐÕÖØ×ÚÙÛ ] á� óðãåä s Ñð( - ©��O )+ , ��� ¶¸ s Ñ CED� 6 -I8: , ©��O S K% m10�knm� S K% ”
( -t)+ , ¶¸ ©6ª« ¶¸ ” éÕ Ö �� � êì � M� $% & õ÷ö

&( ëk Ö TU í Ñ.êì ñ Xó fg , ��� '4657 ÜÞ ß Ò - ( s Ñ ) � Î% ÓÕ Ö jk Ö ù -Gi~ HN ¢¡£ ß Ñ . ¤% ¯@¥ - ( -t)+ , s Ñ}®¯ � "�$« ÓÕ Ö ���' )* ¶¸ ¥§¦% �� �"�$« �� ¦§ � |~�� í Ñ ñò ó ��� �4657 Ò - ñ Xó·ô Êõ ß Ñ . d( ¥ - è§é ( ` Ñ ) � Î% fg , ÅÇÆ PG )+ , ¶¸ ��� �4657ÝÜÞ ß Ò - o Xb jk Ö ���� ß Ñ . �� è H
` Ñ f ′′(x) < 0

Ò - 4�H Ó©¨ ¹»º¼ ß Ñ.êì = X> ¹»º¼ ��� �4657ÝÜÞ ß &( � M� ���� êì Ò - mpo ( -t)+ , ÓÕ Ö mpoÃq þÿ 032}c�Æ ù -Gi~ H í Ñ ñò ó
��� �4657ÝÜÞ ß &( � M� ���� ß Ñ . ���Ê 2ÌËÍ ¶¸ m10 ÷3øù ÓÕ Ö ô Ñ«ª 1< 4k Ö Ó Ñ ñò ó ADCE &( ¬ 2 ï* 4k76 �� í Ñ ` Ñ 4�H®°¯% )* ��� ¶¸ )+ ,
Ó©¨ õ÷ö ¾6À²±ò ó �� 6 -98: , ©��O S K% ©6ª« ¶¸ s Ñ s Ñ CED� 4k76 �� í Ñ ß Ñ . �� ÃÄ VBX� fg , Açæ< �� s Ñ ` Ñ³d(�m/. �� , Ò - ï2 s Ñ ��� 
4657 ÜÞ ß Ò - ý»þÿ �� ó ¥ - +.- ÷µ´] õ÷ö ` Ñ³d( ñò ó á� óðãåä õ÷ö ÅÇÆ ¹»º¼p¶L ¯ ª 13 m/. LNMO úû7r PG éÕ Ö 032 ¾6À s Ñ Ó Ñ�· K% s Ñ ¹»º¼ ß Ñ . ¸ çè
ãåä =? ( ` Ñ ) ÃÄ VBX� fg , ï2 ÷3øù ¶¸ á� ó�ãåä ñò ó )* ��� ®¯ � K¢¹O +.- ÷µ´] õ÷ö &( @L � @L � �k Ö ãåäÌ�� ���� $% & õ÷ö Z\[] 032 ( s Ñ ) ÃÄ
VBX� fg , 6 -I8: , ©��O S K% ©6ª« ¶¸ õ÷öº)+-,ï¹»º¼ ª 1< á� ó fg , ( �� ADCE &( ¾6À �� ß ÷3øù ^< =? ñò ó ) )* ®¯ � õ÷ö ¾6À ñò ó »� ß h: , ��� ê¼ +.-
÷µ´] õ÷ö ¾6À &( ÈDÉ ¶¸ �k Ö ãåäÌ��Ôù - ` Xó·ô Êõ¾½�¿% ADCE ^< =? �? S

K% ß Ñ .
�� K¦¥¨§ 11 ���' )* f(x) = x2e−x s Ñ FG 4�HÁÀ°Â � M� ß Ñ .

( s Ñ ) y = f(x) ¶¸ ���Ê 2ÌËÍ éÕ Ö �� è§é × Ñ .
( ` Ñ ) Ò - ���Ê 2ÌËÍ ÃÄ x �� ¯��� l MO ÍÏÎ% x = 0 �v1� x = 1 =? S� ß è HÁÃ Ñ S K% PG )+ , ¶¸ úýüþ Ò -eéÕ Ö TU í Ñ 4�5 × Ñ .

[ áâ ãQä�å ]
( s Ñ ) FG 4�HiI;K% ���' )*�éÕ Ö ( -*)+ , í Ñ °²±%

f ′(x) = x(2− x)e−x

Ò - êì ,

lim
x→∞

x2

ex
= 0, lim

x→−∞

x2

ex
= ∞Ò -N:< =? @% � ÈËÊ� !# éÕ Ö �� è§é �? °²±% Ó Ñ Ê 2 ÃÄ VBX� Ò - �� , ß Ñ .

x −∞ 0 2 ∞
f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ∞ ↘ 0 ↗ 4

e2 ↘ 0ô Ñ × Ñ ¾6À ���Ê 2ÌËÍ ñò ó Ó Ñ Ê 2 ÃÄ VBX� ß Ñ .
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2.5

-1 1 2 3 4 5
x

( ` Ñ ) PG )+ , ©��O )+ ,W-�/3 ÓÕ Ö Ò - $à � í Ñ 4�5 mpoÃq þÿ í Ñ °²±%
∫

1

0

x2e−xdx

= [−x2e−x]1
0
+

∫

1

0

2xe−xdx

= [−x2e−x]1
0
+ [−2xe−x]1

0
+

∫

1

0

2e−xdx

= [−x2e−x]1
0
+ [−2xe−x]1

0
+ [−2e−x]1

0

= −5e−1 + 2Ò -àß Ñ .
[ ¸	¹ º¼»½ò¾ åB¿À Á ]

( s Ñ ) (0, 0), (2, 4

e2 ) éÕ Ö 6 -(Ä+ , ^< =? ���' )* ¶¸ @% � ÈËÊ� �� $% & ¶¸ Å* ¹»º¼ , ô��� ¶¸ Å* ¹»º¼ õ÷ö ¾6À ���' )* ¶¸
� ±%�ÆÇ éÕ Ö Ó� È m/. �� Á - °²±% 5 ©��� .

( ` Ñ ) ÐvÑ\�� ¹»º¼ mporq þÿ ¸ çè )* 3 ©��� .

[ ¸	¹ º¼»½ ÕÖ ×ÚÙÛ ] 11.( s Ñ ),( ` Ñ ) d* á� óðãåä ½( d* ÅÇÆ PG )+ , ¶¸ ��� '4657 ÜÞ ß Ò - o Xb jk Ö 4�Hl©6ª« = X> ÓÕ Ö c�Æ ����ß Ñ . í Ñ2ù - Å þÿ , ÉÊ e+ , á� ó�ãåä � M� õ÷ö &( ëk Ö TU í Ñëêì á� ó�ãåä õ÷öºËÌ ó &( i~ HNÍÏÎÐ 3 2NÑ ¡Ò ù - v D�ÔÓ 2 =? U - �ÕÖ� ó ��� �4657 Ò - �� )* � M� ���� ß Ñ .
�� K¦¥¨§ 12

� "!# úû7r � þÿ õ÷ö MOQP C ÃÄ l MO ÍÏÎ% `
Ò -�ß Ñ $% &

C : x2 + y2 = 1, z = 0

` : y = 0, z = 1

�� VBX� Ò - FG 4�H®À°Â � M� ß Ñ . MOQP C ¶¸ ÈËÊÌ ©��� õ÷ö ¾6À l MO ÍÏÎ% ` ø Ñ2ù - ÿ� ý»þÿ ÈDÉ Á - =? ¥§¦% Açæ< í Ñ ñò ó ÍÏÎ% )+ , ÜÞ ß =?Ò -Ø×G 4�HiI;K% úû ü °²±% �� xy
�	�« °²±% ^< =? S� ß è HÁÃ Ñ S K% PG )+ , ¶¸ PG�T - éÕ Ö TU í Ñ 4�5 × Ñ .

[ áâ ãQä�å ] FG 4�HJI;K% /213 ³µ´ &( ÷3øù ÓÕ Ö x �� ¯ õ÷ö )* l MO
S
K% �	�« °²±% ^<>=? o Xb¬Â �Ù ÓÕ Ö Ý2Þ x = t õ÷ö ¾6À ¶¸ ý»þÿ °²±% fg , ,

�v1Y � ±%ð¶¸ æËçè Ò - s Ñ 2
√

1− t2
Ò - êì VW X Ò - s Ñ 1

S
K% Ò - |¯ � � ±%wv Ê� ÈËÊÌ¬÷3øù Ò -¨ß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À PG�T -eñò ó

V =

∫

1

−1

√
1− t2dt = 2

∫

1

0

√
1− t2dt



9Ò -¨ß Ñ . t = cos θ =? ¶ -�ÚÛ-Ü í Ñ 4�5 mporq þÿ í Ñ °²±%
V = 2

∫ π

2

0

sin2 θdθ =

∫ π

2

0

(1− cos 2θ)dθ =
π

2Ò -¨ß Ñ .
[ ¸	¹7º¼»½�¾ å\¿À Á ]

ý»þÿ °²±%ð¶¸ ½( AÞ B Ò - ñ X� ^< °²±% +2 .

©��O )+ , LNMO ÓÕ Ö ãåä ÅÇÆ =? Ý ä ï* °²±% +7 .Þ Ñ2ù -�ß ÊÌ ø ÑGù - ñ X� ^< °²±% +10 .

* mporq þÿ ¸ çè )* −3 .

[ ¸	¹7º¼»½ÐÕÖØ×ÚÙÛ ]
U - ê¼ ©��O ÉÊ e+ , á� óðãåä × Ñ ¾6À ñ Xó fg , ��� �4657ÝÜÞ ß Ò -@àáãâ m/. jk Ö )* � M� ^< Á - × Ñ 4657 ÈËÊÌ  ¢¡£ ù - Å þÿ

� þÿ ý»þÿ ¹»º¼ ©��O )+ , á� ó�ãåä mporq þÿ õ÷ö ¾6ÀåäÕ Ö « ¢ ��� �4657 Ò -_æç ñ Xó·ô Êõ ß Ñ . l MO ÍÏÎ% �� ¶¸ ¹»º¼ ©��� õ÷ö ¾6À MOQP �� =? ¶¸ ÈDÉÁ - Å þÿ ÓÕ Ö 4657 ÈËÊÌ 032 MOQPJRk Ö =? mpoÃq þÿ 032 ¾6ÀtäÕ Ö « ¢ Aîí«�ï* &( @L � @L � � M� ���� ß Ñ .
�� K¦¥¨§ 13

� "!# úû7r � þÿ õ÷ö FG 4�HiI;K% ß Ñ $% & d* l MO ÍÏÎ%
`1 : x = y = z, `2 : x + 6 =

y

2
=

z

3ÓÕ Ö 4657 ÈËÊÌ í Ñ { Ñ .
( s Ñ ) d* l MO ÍÏÎ% Ò - ¾6À =? èé S

K% ���¶ - õ÷ö � M� $% & ÓÕ Ö �? 4�5ë× Ñ .
( ` Ñ ) d* l MO ÍÏÎ% ÐvÑvÒ - ¶¸ ÿ� ý»þÿ ÈDÉ Á - éÕ Ö TU í Ñ 4�5 × Ñ .

[ áâ ãQä�å ]
( s Ñ ) d* l MO ÍÏÎ%¶¸ ê �� ��ë�íì�îÒ � � ñò ó (1, 1, 1) �� (1, 2, 3)

Ò -àß Ñ . �� è H :<>=? d* l MO ÍÏÎ% fg , �	�«9
�� í ÑGù -
` Xó ß Ñ . �� Á - êì `1 �� ¶¸ ©��� fg , (t, t, t) ÃÄ VBX� Ò - !#|{�}¤ �� êì , `2 �� ¶¸ ©��� fg , (s− 6, 2s, 3s)ÃÄ VBX� Ò - !#|{�}¤ �� , ß Ñ . �� è H :< =? Å þÿ /21< `1

�� `2 ¶¸ ê¼ ©��� Ò - °² ,�³ 2ë¹»º¼ ß Ñ °²±%
t = s− 6 = 2s = 3s

ÓÕ Ö Å þÿ @L ¯ í Ñ ñò ó ¸ çè )* s, t s Ñ °² ,�³ 2Ú032 Ó©¨ ¹»º¼ ß Ñ . �� è H ` Ñ s − 6 = 2s =? PG�� � s = −6
Ò -êì , 2s = 3s =? PG�� � s = 0

Ò -N:< =? ½( �� ó Ò -àß Ñ . �� è H :< =? d* l MO ÍÏÎ% fg , Å þÿ ` Ñ2ù - ` Xó ñò óß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À d* l MO ÍÏÎ% `1
�� `2

ñò ó èé S
K% ���¶ - õ÷ö � M� ß Ñ .

( ` Ñ ) ( áâ ãlä�å 1) `1 ¶¸ ©��� ÓÕ Ö ¬ 2 m10 � ±% )* t =? !#ï{�}¤ í Ñ °²±% (t, t, t)
Ò - êì , `2 ¶¸ ©��� ÓÕ Ö ¬ 2 m10 � ±% )*

s =? !#ï{�}¤ í Ñ °²±% (s− 6, 2s, 3s)
Ò -¨ß Ñ . `1 ¶¸ ©��� A(t, t, t) ÃÄ `2 ¶¸ ©��� B(s− 6, 2s, 3s)éÕ Ö Ò - fg , ÍÏÎ% )+ , ÓÕ Ö ì�îÒ � � =? !# +.- í Ñ °²±% AB = (s− 6− t, 2s− t, 3s− t)

Ò -¨ß Ñ . d* l MO ÍÏÎ%
¶¸ ÿ� ý»þÿ ÈDÉ Á -eñò ó ÍÏÎ% )+ , AB s Ñ d* l MO ÍÏÎ%¶¸ ê �� ��ë�&ì�îÒ � � ÃÄ ÈËÊÌ ÈËÊÌ )* l MO /21< Ý2Þ AB ¶¸ æËçè Ò -Ò -àß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À

(s− 6− t, 2s− t, 3s− t) · (1, 1, 1) = 0

(s− 6− t, 2s− t, 3s− t) · (1, 2, 3) = 0 (1)



10 Ò -àß Ñ . �� è H :< =? ê �� ©6ª« LNMO ÓÕ Ö jk Ö °²±% , t = −8, s = −3
Ò -¨ß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À

|AB| = |(−1, 2,−1)| =
√

6Ò -àß Ñ .
( áâ ãQä�å 2) d* ©��� ÐvÑvÒ - ¶¸ ÈDÉ Á -eñò ó
d =

√

(s− 6− t)2 + (2s− t)2 + (3s− t)2

=
√

3(t− 2s + 2)2 + 2(s + 3)2 + 6 (2)Ò -àß Ñ . ô Ñ × Ñ ¾6À t = −8, s = −3 /21< Ý2Þ , d ¶¸ ÿ���� VBXYnfg , √6
Ò -¨ß Ñ .

[ ¸	¹7º¼»½�¾ å\¿À Á ]

( s Ñ ) �	�«9
�� Ò - Ó ÑEð£M� ÓÕ Ö �? Ò - °²±% 2 ©��� .

Å þÿ ` Ñ2ù - ` Xó ñò ó"ß Ñ ñò ó ADCE ÓÕ Ö �? Ò - °²±% 3 ©��� .

( ` Ñ ) (1) ê( ñò ó (2) ø Ñ2ù - ì+ , Aîí«ðï* 2 ©��� .

[ ¸	¹7º¼»½ÐÕÖØ×ÚÙÛ ]

( s Ñ ) d* l MO ÍÏÎ%ð¶¸ ê �� ��ë�íì�îÒ � � ñò ó ÈËÊÌ ÈËÊÌ (1, 1, 1) �� (1, 2, 3)
Ò -¨ß Ñ . d* l MO ÍÏÎ% Ò - �	�«9
�� í Ñ ß Ñ ñò ó ADCE

fg , ¹»º¼ l MO ÍÏÎ%¶¸ ê �� ��ë�&ì�îÒ � � s Ñ ß Ñihg , l MO ÍÏÎ%ð¶¸ ê �� ��ë�íì�îÒ � �Â¶¸ ¸ çè )*ïñ 2 ÃÄ VBX� ß Ñ ñò ó ADCE ÓÕ Ö ñ Xb¹»º¼ ß Ñ . �� è H ` Ñ ñ Xó fg , ��� �4657 Ò - d* l MO ÍÏÎ%¶¸ ê �� ��ë�íì�îÒ � � s Ñ VBX� ù - ` Xó 6 - Ý2Þ á� ó õ÷ö �	�«9
�� Ò - Ó Ñò - × Ñ.êì ó°ô� ß Ñ . d* m10 ¶¸ ì�îÒ � � s Ñ VBX� ù - ` Xó fg , ADCE �� d* m10 ¶¸ ì�îÒ � � s Ñ ¸ çè )*ïñ 2 � ÑvÒ - s Ñ
` ÑGù - ` Xó ñò ó ADCE fg , )+ , Ï �« ¥ -·ß Ñihg , ADCE Ò -àß Ñ . ê( ¹»º¼�õµö� õµö� ��� �4657 fg , `1

�� `2 s Ñ��	�«9
�� í ÑGù - ` Xóêì Å þÿ ` ÑGù - ` Xó ^< :< =? èé S
K% ���¶ - õ÷ö � M� ß Ñ.êì Æ< êì � M� ñò ó���� Ò -»ÃÄ VBX� fg , ADCE fg , @% � Ï �« Ò -

× Ñ¦ØÛÚÜ )* ¨ /÷ ß Ñ . èé S
K% ���¶ - ¶¸ ©6ª« ¶¸ éÕ Ö jk Ö 4�H ¾6ÀI¾6À �� ß ¹»º¼ ADCE õ÷ö ù - ` ÑGù - ` Xó ñò ó"ß Ñ . � ÑJhg ,

@% � Ï �« ¶¸ ê �� -�/3 ÓÕ Ö � MOùø 'ú )* � M� &( ^� ¯ ¥§¦% AÞ B 032 Ó©¨ ØÛÚÜ ADCE Ò -àß Ñ .
( ` Ñ ) jk Ö Ò - 1 �� VBX� Ò - ì+ , ��� '4657ÝÜÞ ß Ò - ÅÇÆ PG )+ , Ò -¨ß Ñ . � þÿ ý»þÿ ¹»º¼ ¥§¦% %('3 ê �� ©6ª« LNMO ÓÕ ÖüûG ñò ó �� ©6ª« õ÷ö ¾6À

mporq þÿ ¸ çè )* éÕ Ö ¹»º¼ ��� '4657 ÜÞ ß Ò - õµö� õµö� � M� 4�H Ó Ñ ÉÊ 8ý þ ß Ñ . jk Ö Ò - 2 ¶¸ Aîí«�ï* , d* ©��� ÐvÑeÒ - ¶¸ ÈDÉÁ - d éÕ Ö t, s õ÷ö ÅÇÆ ¹»º¼ ���' )* =? !#|{�}¤ í Ñ 6 - Å þÿ í Ñëêì jk Ö Ò -eéÕ Ö 4k76 ý»þÿ ¹»º¼ ��� �4657 Ò - ñ Xó·ô Êõ ß Ñ . ÿ�-,
���% ãåä����� LNMO ÓÕ Ö Ò - $à � ¹»º¼ Ò - � Ñ ���' )* ¶¸ ÿ�,ÅÇÆtÿ���� VBXY á� ó�ãåä õ÷ö � MO
	� � 032 ª 1< �Û1< �� s Ñ � M� ß Ñ .


