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>� 5px +À:

"fÖ�¦@/�<Æ�§ Ãº�<Æõ�

V� 1 â�
 �@ %K�V��� bCÐM���?

�¦1px�<Æ�§\�"f C�î�r ��s�°úכ&ñ
o�\�¦ Òqty��
�#� �Ð��.

Ça�h� 1. ¦�µÿ� [a, b] ;c"k +ä�q�ùÚH a:@ö¶;�ÈÕ¬£ f : [a, b] → R T� +ä�q�*9�q�
�è¡Ê��+8�;c"k f(a) < 0 T�z� f(b) > 0 T��̂@, f(c) = 0 Ãç> ¹ÿ�ø¶;
�¤�< F�B¬£

c ∈ (a, b) �� +í<<�Â6Ò��.

l�
�&h���� f���'a\� _��>r
����, s� &ñ
o���H {©����
�>� �Ð�����. z�́]j�Ð, ��

s�°úכ&ñ
o���H 16 [jl�ÂÒ'� Ãº�<Æ��[þt\�>� ú̧� ·ú��94R e��%3�Ü¼ 9, ��Áº�̧ Õª

���z�́$í
�̀¦ _�d��
�t� ·ú§��¤��. s��Qô�Ç �â
�¾Ó\� ìøÍl�\�¦ [þt�¦, ��s�°úכ&ñ
o�\�¦

‘7£x"î
’
��9�¦r��̧ô�Ç��|ÃÐ�Ér�ÐK�p���_�$í
f����%i�~�� �̂¦	��̧2
���X<, Õª��H

1817 �̧�\� µ1Ï³ðô�Ç �7Hë�H\�"f ��6£§õ� °ú �Ér �7H7£x�̀¦ 
�%i���. Õª��H Äº��� ��

6£§ &ñ
o�\�¦ ���$� 7£x"î

�%i���.

Ça�h� 2. #ei�@ )ç�H�B M T� ~¡¥�< F�B¬£;c 60
�#l )ç��·

�U�¤�< óm¬U�¹ÿ�, #e

i�@ �m;+ä�Â6Ò F�B¬£ u �¹�� ���ª�< ~¡¥�< F�B¬£;c 60
�#l )ç��·
Â6Ò��z� ��+ä�
���.

T�<K, F�B¬£ x �¹�� ���ª�< ~¡¥�< F�B¬£;c 60
�#l M T� )ç��·

�¤�< F�B¬£ x ¾ç>

Ãç> Ú�|~��
��̂@, T��_Â6Ò ¬£¾ç> ï̂B;c"k <KG�B ­Ó	 ¬£�� +í<<�Â6Ò��.

?/6 xs� 7á§ 4�¤ú̧�
�|�� 
�t�ëß�, �̂¦	��̧ r�@/\���H ·ú��94R e��t� ·ú§~�� |9�½+Ë

>h¥Æ��̀¦ ��6 x
�#� ��r� +� �Ð���, Áº��H >pw���t� ì�r"î

�>� ·ú� Ãº e����. ��s�

°úכ&ñ
o�\�¦ 7£x"î

��9���, f(x) < 0 �̀¦ $í
|9� M s��� ¿º�¦ &ñ
o� 2 \�¦ &h�6 x
�

����)a��. �̂¦	��̧��H0A&ñ
o� 2\�¦7£x"î

�l�0A
�#�&h�]X�ô�Ç/åLÃº_��FGô�Ç�̀¦

1s� /åJ�Ér 1995�̧� 3�Z4 "fÖ�¦@/�<Æ�§ Ãº�<Æ·:�x>��<Æõ�ç�HÜ¼�Ð {9��<Æô�Ç ���{9�Òqt[þt�̀¦ �©�@/�Ð
y©����½+É M: C��íô�Ç �.���s	כ

2Bernhard Bolzano (1781-1848), �ÐK�p���_� $í
f����. �ÃÐ�¦ë�H��³ [6] 16 �©��̀¦ �ÃÐ�̧
�
��.
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s�6 x
�%i���. s�\�¦ 0A
�#�, /åLÃº
∑∞

k=1 ak _� Ãº§4�\� �'aô�Ç {9�ìøÍ"é¶gË:�̀¦ l�

Õüt
�%i���.

Ça�h� 3. ���ª�< �è¡¬£�� ��»q�}¹ ®£#e«��Ãç> CI, n Ãç> _�u(ÛoZ� Ç�4� 
��̂@∑m
k=n ak q�ìḿT�®£#e.>	�è¡¬£�¹�����4�ù��¬£�����z���+ä�
���.½��_�̂@,

�� ¬£
∑∞

k=1 ak ¤�< G�B+ä�Â6Ò F�B¬£}¹ ¬£&9�Â6Ò��.

�̂¦	��̧��H s� &ñ
o�\�¦ 7£x"î

��9�¦ Áº~��y� E�\�¦ /ú�Ü¼��, ���²DG�Ér Ô�¦¢-a���

ô�Ç �7H7£x\� Õªu��¦ ú́���¤��. &ñ
o� 3 �Ér 1821 �̧�\� áÔ|½ÓÛ¼ Ãº�<Æ�� �ïr�3�̧

1lq��&h�Ü¼�Ð ���/åL
�%i�Ü¼��, Õª %i�r� ¢-a���ô�Ç 7£x"î
\���H z�́J�
�%i���. &ñ
o�

3 �Ér �ïr�_� óøÍ&ñ
ZO�s��� Ô�¦o�î�r��. 0A\�"f ���/åLô�Ç [j ��t� &ñ
o���H ×�æ¹כ

ô�Ç /BN:�x&h��̀¦ ��t��¦ e����HX<, �̧¿º :£¤&ñ
ô�Ç $í
|9��̀¦ ��t��¦ e����H z�́Ãº_�

�>rF�$í
�̀¦ÅÒ�©�
��¦e������H&h�s���.����"f, ‘z�́Ãº’��Áº%Á	���t�½©"î
÷&#Q

e��t� ·ú§�Ér �©�I�\�"f s��Qô�Ç &ñ
o�[þt�̀¦ 7£x"î
ô�Ç����H ��Ér	כ Ô�¦��0px
���. ��

z�́ s� [j ��t� &ñ
o���H �7Ho�&h�Ü¼�Ð �̧¿º 1lxu�s���. ��r� ú́�
�#�, ô�Ç &ñ


o�\�¦ ��&ñ

���� �� Qt� ¿º &ñ
o�\�¦ 7£x"î
½+É Ãº e������H ú́�s���. s�ü< �7Ho�

&h�Ü¼�Ð 1lxu���� "î
]j��H s� [j ��t� ü@\��̧ \O�����Ht� e����. \V\�¦ [þt#Q"f,∑∞
n=1

1
n2 s� Ãº§4�ô�Ç����H �¦̀�	כ 7£x"î
½+É M: ��6£§ &ñ
o�\�¦ ��6 x
���HX<, s� %i�

r� ��ðøÍ��t�s���.

Ça�h� 4. ~����Ø ak ��~¡£̈�è¡¬£T�z���»q�q�«»(Ûoכ�Ö
∑n

k=1 ak ��z�+ä�ùÚH

F�B¬£ u �¹�� �����z� ��+ä�
���. ½��_�̂@, �� ¬£
∑∞

k=1 ak ¤�< G�B+ä�Â6Ò F�B¬£}¹

¬£&9�Â6Ò��.

V� 2 â�
 #aé��N� 7�I±ÕB��� 
�ÐM���?

s�]j, z�́Ãº�� Áº%Á	���t� @/²ú�
�l�\� ·ú¡"f, Äºo��� �Ð:�x ‘Õþ��©�s� Áº%Á	���

��’ <�Ê�Ér ‘C�ÆÒ�� Áº%Á	�����’ Óüt#Q �Ð��¤�̀¦ M: #Qb�G>� @/²ú�K��� 
���H�� Òqt

y��
�#� �Ð��. Õþ��©�s��� C�ÆÒ_� $í
|9�[þt�̀¦ Zþt#Q Z�~��H ��Ér	כ ~1�t�ëß�, Õþ��©�

s���C�ÆÒ�� ‘Áº%Á	’���t�²ú�
���H���Ér/'î	כr{9�s���m���.
�Óüt 9,Õª>hÃº

3Augustin Louis Cauchy (1789-1857), áÔ|½ÓÛ¼_� Ãº�<Æ��. Õª\� �'aô�Ç ���l��Ð [3] 1pxs�
e����.

2



�� Áºô�Çy� ú́§�Ér z�́Ãº 
���
����� Áº%Á	���t� ½©"î

���H {9��Ér çß�éß�ô�Ç ë�H]j

����m���.z�́Ãº��H�¦��
��¦>hÃº\�¦[j��H
���,Ñüt,!Ó	1pxs�Õª���̂�Ð"f

Áº%Á	���t� ½©"î

���H ��'ÂÒ	כ çß�éß�ô�Ç {9�s� ��m���. Õª�Q��, z�́]j�Ð ×�æ¹כô�Ç

�
�Ér	כ���,Ñüt,!Ó	Õª���̂�� Áº%Á	�����
���H�Qô�Ç�����Ãº��s���m��¦,s	כ

��s�\� ÅÒ#Qt���H  »	!lr, Y�L!lr <�Ê�Ér í�H"f 1px Õª �©� ñ�'a>�s���. ����"f, ��

���Ãº ����̂_� |9�½+Ë N \� #Q*�ô�Ç ?/ÂÒ ½̈�̧�� e����H�� 
���H &h�s� �Ð�� ×�æ

¹כ���. ��ØÔ>� ú́�
����, N _� $í
|9�s� �Ð�� ×�æ¹כ
�����H ú́�s���. z�́]j�Ð,

¾º�� C�ÆÒêøÍ Áº%Á	����� 
��¦ ÓütÜ¼��� @/ÂÒì�r_� �â
Äº C�ÆÒ_� Òqt�̂�Dh�� Õª

æ¼e��Dh 1px C�ÆÒ_� $í
|9��̀¦ s���l�ô�Ç��. #��Q ��t� $í
|9�[þt�̀¦ Zþt#Q Z�~��¤�̀¦

M: s��Qô�Ç $í
|9�[þt�̀¦ /BNÄ»
���H Óüt|	�s� C�ÆÒ÷�rs������, ‘C�ÆÒ�� Áº%Á	�����’


���H Óüt6£§\� Ø�æì�rô�Ç @/²ú�s� |̈c Ãº e���̀¦ �.���s	כ

Äºo��� z�́Ãº\�¦ ½©"î
½+É M:\��̧ z�́Ãº 
���
���\� ����â
�̀¦ æ¼t� ·ú§�¦, z�́

Ãº ����̂_� |9�½+Ë R _� $í
|9��̀¦ ½©"î

��9�¦ ô�Ç��. ����"f, z�́Ãº[þt ��s�_�

#��Q��t� $í
|9�[þt�̀¦ \P���
��¦, s��Qô�Ç $í
|9�[þt�̀¦ ëß�7á¤
���H |9�½+Ë�̀¦ R s�
�� æ¼�9 ô�Ç��. Óüt�:r |9�½+Ë R _� "é¶�è 
���
���\�¦ z�́Ãº�� ÂÒ�Ér��. 0A\�"f

���/åLô�Ç C�ÆÒ_� �â
Äº%�!3�, \P����)a $í
|9�[þt�̀¦ �̧¿º ëß�7á¤
���H ��s	כ 
��� µ1Ú

\� \O�����H �¦̀�	כ 7£x"î

�#��� ô�Ç��. Õª���X<, C�ÆÒ_� �â
Äºü< ×�æ¹כô�Ç 	�s�

&h�s� e����. C�ÆÒ_� �â
Äº s�p� Õª�Qô�Ç Óüt|	�s� e������H �¦̀�	כ ·ú��¦ e����. Õª

�Q��, Äºo��� z�́Ãº_� $í
|9�s����¦ Zþt#Q Z�~�Ér �¦þt�̀]	כ �̧¿º ëß�7á¤
���H |9�½+Ë

s� õ���� z�́]j�Ð e����H�� 
���H ��Ér	כ ���)� Z>�>h_� ë�H]js���. ����"f, Äºo�

��H \P����)a $í
|9�[þt�̀¦ �̧¿º ëß�7á¤
���H |9�½+Ës� õ���� �>rF�ô�Ç����H �¦̀�	כ 7£x"î



�#��� ô�Ç��.

V� 3 â�
 #a­Ä> Å]���
�æ·l� ��
ÊÁ��· ÄªÇa�
�ÐM���?

s�]j z�́Ãº|9�½+Ë R _� $í
|9�[þt�̀¦ Zþt#Q Z�~�� �Ð��. Äº��� *��̧ØÔ��H ��Ér	כ #Q

wn=M:ÂÒ'�C�0>�:r!lrZO�s���.|9�½+Ë R\���H¿º��t����íß�,7£¤�8
�l� +ü<

Y�L
�l� · �� e��#Q"f ��6£§_� $í
|9�[þt�̀¦ ëß�7á¤ô�Ç��. Y�L!lr a · b ��H ab �Ð�̧ ��H

��.

(�̂1) e��_�_� a, b, c ∈ R \� @/
�#� a + (b + c) = (a + b) + c s���.
3



(�̂2) ��6£§ $í
|9�

e��_�_� a ∈ R \� @/
�#� a + e = e + a = a

\�¦ ëß�7á¤
���H "é¶�è e ∈ R s� �>rF�ô�Ç��.

0A $í
|9��̀¦ ëß�7á¤
���H "é¶�è e′ ∈ R s� ¢̧ 
��� e������� e = e + e′ = e′ s�

��. ����"f, s��Qô�Ç $í
|9��̀¦ ëß�7á¤
���H "é¶�è��H 
��� µ1Ú\� \O���HX<, s�\�¦ ·ú¡

Ü¼�Ð 0 s��� æ¼�¦, �8
�l�_� ��Ø�ûB4wHs��� ô�Ç��.

(�̂3) y�� a ∈ R \� @/
�#� ��6£§ $í
|9�

a + x = x + a = 0

�̀¦ ëß�7á¤
���H "é¶�è x ∈ R s� e����.

ëß�{9� 0A $í
|9��̀¦ ��t���H "é¶�è y ∈ R s� ¢̧ 
��� e�������

x = x + 0 = x + (a + y) = (x + a) + y = 0 + y = y

�� ÷&#Q"f s� $í
|9��̀¦ ��t���H "é¶�Ér Ä»{9�
���. "é¶�è a ∈ R \� _�
�#� ���
&ñ
÷&��H s� "é¶�è\�¦ −a �� æ¼�¦, s�\�¦ �8
�l�\� �'aô�Ç a _� *9�4wHs��� ô�Ç��.

¢̧ô�Ç, b + (−a) ��H çß�éß�y� b− a �Ð ��H��.

(�̂4) e��_�_� a, b ∈ R \� @/
�#� a + b = b + a s���.

(�̂5) e��_�_� a, b, c ∈ R \� @/
�#� a(bc) = (ab)c s���.

(�̂6) ��6£§ $í
|9�

e��_�_� a ∈ R \� @/
�#� a · 1 = 1 · a = a

\�¦ ëß�7á¤
���H 0 ����� "é¶�è 1 ∈ R s� �>rF�ô�Ç��.

(�̂7) y�� a ∈ R \ {0} \� @/
�#� ��6£§ $í
|9� ax = xa = 1 �̀¦ ëß�7á¤
���H "é¶

�è x ∈ R �� e����.

Óüt�:r (�̂6)_�"é¶�è 1 �̧ Ä»{9�
� 9,s�:£¤&ñ
"é¶�è\�¦ 1�Ð��H�.���s	כ (�̂7)

_� "é¶�è x �̧ (�̂3) _� �â
Äºü< ��ðøÍ��t��Ð a \� _�
�#� ���&ñ
÷& 9 s�\�¦

a−1 s��� ��H��.

(�̂8) e��_�_� a, b ∈ R \� @/
�#� ab = ba s���.

(�̂9) e��_�_� a, b, c ∈ R \� @/
�#� a(b + c) = ab + ac s���.
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0A $í
|9�[þt�̀¦ ¶ú�(R�Ð��� (�̂1) ÂÒ'� (�̂4) ��t���H �8
�l�\� �'aô�Ç $í
|9�

[þts��¦, (�̂5) ÂÒ'� (�̂8) ��t���H Y�L
�l�\� �'aô�Ç $í
|9�[þte���̀¦ ·ú� Ãº e����.

$í
|9� (�̂9)��HÓüt�:r�8
�l�ü<Y�L
�l���#Qb�G>��'aº��÷&#Qe����H��
���H&h�

�̀¦ �����·p��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�Ð, #Q�"� |9�½+Ë F \� ¿º ��t� ���íß�s� e��#Q"f 0A $í


|9�[þt�̀¦ëß�7á¤
����s�\�¦=i���¦ÂÒ�Ér��.#Q�"�Ãº|9�½+Ës� �̂���<Ê�Ér,çß�éß�y�

ú́�
�#� ��y��5px]j�� ��Ä»\�v����H >pws���. �ÃÐ�¦�Ð, |9�½+Ë F \� ���íß�s� ÅÒ#Q

&������H ��Ér	כ ��2£§s� ��m��� F × F \�"f F �Ð ����H �<ÊÃº�� ÅÒ#Q4R e����

��H ú́�s���. Ä»o�Ãº ����̂_� |9�½+Ë Q, 4�¤�èÃº ����̂_� |9�½+Ë C �� �̂e���̀¦ s�
p� ·ú��¦ e���̀¦ �.���s	כ Óüt�:r, �����Ãº ����̂_� |9�½+Ë N s��� &ñ
Ãº ����̂_� |9�
½+Ë Z ��H �̂�� ��m���. 0A\�"f \P���ô�Ç $í
|9�[þt�̀¦ s�6 x
����, ���íß�\� �'aô�Ç

�̧��H ZO�gË:�̀¦ 7£x"î
½+É Ãº e����. s�\�¦_����, ×�æ�<Æ�§\�"f C�î�r Y�L!lr\� �'aô�Ç

ZO�gË:, ¿º Ãº_� Y�Ls� 0 s���� Ñüt ×�æ_� 
����� 0 s���, 1px�̧ 7£x"î
½+É Ãº e����.

z�́Ãº_�$í
|9���î�rX<��6£§Ü¼�Ð×�æ¹כô�Ç��Ér	כ ‘í�H"f’s���.í�H"f��Áº%Á	���

�� ½©"î

�l� 0A
�#� ‘�ª�Ãº’�� Áº%Á	���t� ½©"î

���� �)a��. z�́Ãº|9�½+Ë R \�
��H ��6£§ $í
|9�[þt�̀¦ ëß�7á¤
���H ÂÒì�r|9�½+Ë P �� �>rF�ô�Ç��.

(í�H1) a, b ∈ P =⇒ a + b, ab ∈ P .

(í�H2) R = P ∪ {0} ∪ (−P ).

(í�H3) |9�½+Ë P , {0} x9� −P ��H "f�Ð�ès���.

0A $í
|9�[þt�̀¦ ëß�7á¤
���H ÂÒì�r|9�½+Ë�̀¦ ��t���H �̂\�¦ )Ö<"k=i�� 
��¦ P _�

"é¶�è\�¦ �è¡¬£�� ô�Ç��. ¿º z�́Ãº a, b ∈ R \� @/
�#�, a− b ∈ P s���� a �� b

�Ð�� Ç����¦ ú́�
��¦ s�\�¦ a > b ¢̧��H b < a �Ð ��H��. ëß�{9� a > b s�����

a = b s���� a ≥ b ���¦ ��H��. 0A $í
|9�[þt�̀¦ s�6 x
����, 6£§�ª�õ� �'aº���)a #��Q

��t� ZO�gË:[þt, \V\�¦ [þt#Q 6£§Ãº Y�L
�l� 6£§Ãº��H �ª�Ãº, 1px�̧ �̧¿º 7£x"î
½+É Ãº

e����. 0A\�"f ���/åLô�Ç 4�¤�èÃº�̂�� Ä»ô�Ç�̂ 1px\���H í�H"f\�¦ ×�¦ Ãº \O���. Õª

�Q��,Ä»o�Ãº�̂��í�H"f�̂����H�
�Ér���Ð·ú�Ãºe��Ü¼Ù¼�Ð,z�́Ãº�̂\�¦½©"î	כ


�l� 0A
�#� ���Ér$í
|9��̀¦ÆÒ��½+É�9¹כ���e����.s�p����/åLô�Ç��ü<°ú s� 1

]X�\� ���̧��H &ñ
o�[þt�Ér �̧¿º �7Ho�&h�Ü¼�Ð 1lxu�s�Ù¼�Ð Õª ×�æ 
���ëß� z�́Ãº

_� $í
|9�\� ÆÒ��
���� ÷&�¦, Õª ×�æ #QÖ¼ �¦̀�	כ ÆÒ��K��̧ ��ðøÍ��t�s���.
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V� 4 â�
 l�¡U> ¿�
l� Ça�K±Ó ÑÏ�ÐM���?

s�]j,·ú¡]X�\�"f���/åLô�Ç$í
|9�[þt�̀¦ �̧¿º��t���H|9�½+Ës�e����H��
���HÓüt6£§

\� ²ú�
�#� �Ð��. #�l�"f��H Ä»o�Ãº�̂�� �>rF�ô�Ç����H ��Ér	כ ��&ñ

��¦, Ä»o�

Ãº�̂�ÐÂÒ'� z�́Ãº�̂\�¦ #Qb�G>� ëß�×¼��Ht� ¶ú�(R�Ð��. @/³ð&h���� ~½ÓZO�s� ¿º

��t����X<, 1lq{9�_� Ãº�<Æ�� X<X<���àÔü< ñß��ÐØÔ4�� 1870 �̧�@/ °ú �Ér r�l�

\� ���)� ���Ér ~½ÓZO��̀¦ s�6 x
�#� 1lq��&h�Ü¼�Ð ëß�[þt%3���.

X<X<���àÔ��H f����� 0A_� &h�s� Õª f������̀¦ ¿º ÂÒì�rÜ¼�Ð ���Ér����H ��z�́�̀¦

ÅÒ3lq
�%i���. s���H Ä»o�Ãº�̂�̧ ��ðøÍ��t����X<, Ä»o�Ãº�Ð s�ÀÒ#Q��� ¿º |9�

½+Ë_� �©� (A, B) �� ��6£§ $í
|9�

A ∪B = Q, A ∩B = ∅, a ∈ A, b ∈ B =⇒ a < b

�̀¦ ëß�7á¤½+É M:, (A, B) \�¦ �}B·ÿ�s��� ÂÒØÔ��. ëß�{9� A �� þj@/°ú̀�כ¦ ��t���

�� B ��þj�è°ú̀�כ¦��t���H�â
Äº,]X�éß� (A, B)��ô�ÇÄ»o�Ãº\�¦�����·p���¦

�̂¦ Ãº e����. Õª�Q��, ]X�éß� ��î�rX< ÕªXO�t� 3lwô�Ç ��s	כ e����. \V\�¦ [þt#Q"f

A = {x ∈ Q : x ≤ 0 <�Ê�Ér x2 < 2}, B = {x ∈ Q : x > 0, x2 > 2}

s���¿º��� (A, B)��H]X�éß�s�÷&t�ëß�, A��þj@/°ú̀�כ¦��t�t�·ú§�¦ B ��þj

�è°ú̀�כ¦ ��t�t� ·ú§6£§�̀¦ ���Ð ·ú� Ãº e����. s�]j, ]X�éß�[þt�̀¦ �̧¿º �̧�� Z�~Ü¼

��� 1 ]X�õ� 3 ]X�\�"f ���/åLô�Ç $í
|9�[þt�̀¦ ëß�7á¤
���H Ãº|9�½+Ës� �)a��. \V\�¦ [þt

#Q"f,]X�éß� (A, B)ü< (A′, B′)_�½+Ë�̀¦&ñ
_�
��9���|9�½+Ë A+B := {a+a′ :

a ∈ A, b ∈ B′} õ� Õª #�|9�½+Ë Q \ (A + B) \�¦ Òqty��
���� �)a��. ¢̧ô�Ç, A ü<

A′ ��s�\� A ⊂ A′ s����� A ⊃ A′
Ñüt ×�æ\� 
����� ìøÍ×¼r� $í
wn�
���HX<,

s�\�¦ s�6 x
���� í�H"f\�¦ &ñ
_�½+É Ãº e����. s�XO�>� &ñ
_��)a í�H"f�̂\� @/
�#�

1 ]X�\�"f �7H_��)a #��Q ��t� &ñ
o�\�¦ ~1�>� 7£x"î
½+É Ãº e����. ��r� ú́�
�#�,

l�
�&h���� f���'a\� _��>r
�t� ·ú§�̀¦ Ãº \O���H p�&h�ì�r�<Æ_� Y>���t� l��:r Ôqt&h�

[þt�̀¦ ¢-a���y� íß�Õüt&h���� ~½ÓZO�Ü¼�Ð 7£x"î
½+É Ãº e���̧2�¤ ô�Ç �.���s	כ ��z�́, %i�

4Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), 1lq{9�_� Ãº�<Æ��. õ�h�A��p\�"f �<Æ0A
\�¦ ~ÃÎ�Ér Êê, 2[o�y� x9� 1lq{9� ×�æÂÒ_� Braunschweig 1px\�"f �Ö̧1lx
�%i���.

Georg Cantor (1845-1918), 1lq{9�_� Ãº�<Æ��. Z�\�¦�2; @/�<Æ\�"f �<Æ0A\�¦ ô�Ç Êê, 1869 �̧�
ÂÒ'� 1905 �̧���t� ½+ÉYU @/�<Æ\�"f �Ö̧1lx
�%i���HX<, ëß��̧��̀¦ &ñ
���#î
"é¶\�"f �ÐÍÇx��. [5] _�
"fë�H�̀¦ �ÃÐ�̧
���.
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��s�A� ú́§�Ér ��|ÃÐ[þts� ‘Ãº’êøÍ Áº%Á	�����, :£¤y� #Qb�G>� 
�#��� ���5Åq�)a f��

���_� �̧��H &h�\� Ãº\�¦ @/6£xr�~�́ Ãº e����H�� 
���H |9�ë�H\� ²ú�
��9�¦ �̧§4�
�

%i�t�ëß�, s�ü< °ú s� ¢-a#4�ô�Ç @/²ú��̀¦ ô�Ç ��|ÃÐ�Ér \O�%3���.5

ñß��ÐØÔ��H 1870 �̧�\� ���y��/åLÃº\� �'aô�Ç Ä»{9�&ñ
o�\�¦ µ1Ï³ð
�%i���. ëß�{9�

���y��/åLÃº

a0 +
∞∑

n=1

an cos nx +
∞∑

n=1

bn sin nx

�� ½̈çß� [a, b] 0A_� �̧��H &h�\�"f 0 Ü¼�Ð Ãº§4�
����, an õ� bn s� �̧¿º 0 s�

êøÍ �.���s	כ ��r� ú́�
�#� #QÖ¼ �<ÊÃº\�¦ ���y��/åLÃº_� �FGô�ÇÜ¼�Ð ³ð�&³
���H ~½Ó

ZO�s� l�,כ	K��� ô�Ç ��t�÷�rs�êøÍ �.���s	כ ��z�́, ���y��/åLÃº\� @/
�#� Ãºú́§�Ér

��|ÃÐ[þts� ���½̈
�#� M®ot�ëß�, @/>h��H ÅÒ#Q��� ÅÒl��<ÊÃº\�¦ #Qb�G>� ���y��/åL

Ãº�Ð ³ð�&³
���H��, ¢̧��H Õª ���y��/åLÃº�� "é¶A� �<ÊÃº�Ð Ãº§4�
���H�� 
���H ë�H

]j\�ÅÒ§4�
�%i���.Õª��H 1872 �̧�\�Z�t��î�r���õ�\�¦µ1Ï³ð
�%i���HX<,0A/åLÃº

�� �̧��H &h�\�"f Ãº§4�
�t� ·ú§���̧ ����:r�̀¦ ?/o���HX< t��©�s� \O�Ü¼ 9, Ãº§4�


�t� ·ú§��H &h�[þt_� ‘ì�r�í’�� &h�{©�ô�Ç �̧|	��̀¦ ëß�7á¤
����, Õª�Qô�Ç &h�[þt_� >h

Ãº��Áºô�Çy� ú́§�8���̧°ú �Ér����:r�̀¦?/wn=Ãºe������H��s���.#�l�"f]jr	כ

ô�Ç �̧|	��Ér�FGô�Ç&h�1px_�>h¥Æ��̀¦s�6 xô�Çs��Ér��0A�©�&h����$í
|9��Ð"f,ñß��Ð

ØÔ�� Áºô�Ç|9�½+Ë\� @/
�#� ���½̈
��¦ |9�½+Ë�:r�̀¦ �½Ór�
���H >�l��� ÷&%3���.

s��Qô�Ç �̧|	��̀¦ ú́�
�l� ·ú¡"f"f Õª��H Äº��� z�́Ãº\�¦ ½̈$í

���H ~½ÓZO��̀¦ ]jr�


�%i���.

Õª��H Ä»o�Ãº\P� 〈an〉 s� ��6£§ �̧|	�

• e��_�_� �ª�_� Ä»o�Ãº ε > 0 s� ÅÒ#Q&���̀¦ M:, &h�]X�ô�Ç �����Ãº n1 �̀¦

ú̧�Ü¼���, �̧��H �����Ãº m õ� n ≥ n1 \� @/
�#� |an+m − an| < ε s�

$í
wn�ô�Ç��.

�̀¦ ëß�7á¤½+É M: 〈an〉 �̀¦ M�(è<�~xs��� Ô�¦!3���. s���H ��z�́ 1 ]X�_� &ñ
o� 3 \�"f

]jr��)a �̧|	�\� ��2£§��m���. �̂¦	��̧ü< �ïr���H s��Qô�Ç Ãº\P�s� ìøÍ×¼r� #Q

�"� z�́Ãº�Ð Ãº§4�ô�Ç���¦ ú̧�3lw�)a �7H7£x�̀¦ r��̧
�%i�Ü¼��, ñß��ÐØÔ��H s��Qô�Ç

l��:r\P� ���̂\�¦ 
���_� z�́Ãº�Ð 2[/åL
�%i���. #�l�"f ×�æ¹כô�Ç ë�H]j�� Òqtl�

��HX<, "f�Ð ���Ér l��:r\P�s����̧ ��z�́�Ér °ú �Ér ‘Ãº’\�¦ ����è­q Ãº e������H &h�

5X<X<���àÔ_� ~½ÓZO��Ér [9] _� 1 �©�\� ú̧� [O�"î
÷&#Q e����.
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s���. ����"f, Äºo���H ‘°ú ��’����H ��s	כ Áº��H >pw���t� ì�r"î

�>� µ1ß�n= ¹כ��9

�� Òqt|����. s��Qô�Ç ë�H]j��H Ãº�<Æ÷�r ��m��� {9��©�Òqt�Ö̧\�"f�̧ {9�#Qèß���. l�


� r�çß�\� ���Òqt_��s� }9�óøÍ\� Õªo���H &ñ
���y��+þAõ� �<ÆÒqts� /BNÕþ�\� Õªo���H

&ñ
���y��+þA�Ér°ú �Ér�,�\:��̀¦¶ú�M	fÓüt|"�\�<��?�����	כ “#Q]jíß��õ�°ú �Ér	כ

��� ÅÒr��̧”���¦ ú́�½+É M: ]j@/�Ð ú́�
���H �?�����	כ ú̧� Òqty��
�#� �Ð��� ‘°ú 

��’���¦ 
���H ú́��Ér ÕªM: ÕªM: &ñ

�l� ��2£§s�����H �¦̀�	כ ·ú� Ãº e����. ñß��Ð

ØÔ��H, l��:r\P� 〈an〉 õ� 〈bn〉 s� ��6£§ �̧|	�

• e��_�_� �ª�_� Ä»o�Ãº ε > 0 s� ÅÒ#Q&���̀¦ M:, &h�]X�ô�Ç �����Ãº n1 �̀¦

ú̧�Ü¼��� n1 �Ð�� 	�H e��_�_� �����Ãº n \� @/
�#� |an − bn| ≤ ε s�

$í
wn�ô�Ç��.

\�¦ ëß�7á¤½+É M:, ¿º l��:r\P�s� °ú ���¦ &ñ
_�
�%i���. çß�éß�y� ú́�
���� 〈an − bn〉
s� 0 Ü¼�Ð Ãº§4�½+É M: 〈an〉 õ� 〈bn〉 s� °ú ���¦ ���5Åq
�����H ú́�s���.

s�ü< °ú �Ér l��:r\P� ����̂_� |9�½+Ë\� ���íß�õ� í�H"f\�¦ &ñ
_�K��� 
���HX<, s�

�â
ÄºÕª&ñ
_���]j@/�Ð÷&#Qe����Ht�ìøÍ×¼r�SX����
�#���ô�Ç��.\V\�¦[þt#Q

"f, ¿º l��:r\P� 〈an〉 õ� 〈bn〉 _� ½+Ë�Ér Ãº\P� 〈an + bn〉 Ü¼�Ð &ñ
_�ô�Ç��. Õª�Q

���, Äº��� 〈an + bn〉 s� l��:r\P�s� �)a����H �¦̀�	כ �Ð#��� ô�Ç��. Õªo��¦, 〈an〉
õ� 〈a′n〉 s� °ú �¦ 〈bn〉 õ� 〈b′n〉 s� °ú �̀¦ M: 〈an + bn〉 õ� 〈a′n + b′n〉 s� °ú ����H
�¦̀�	כ 7£x"î

�#��� ô�Ç��. s�ü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�Ð ñß��ÐØÔ��H z�́Ãº\�¦ ½̈$í

�%i�

��. ñß��ÐØÔ_� ~½ÓZO��Ér �̧��H z�́Ãº\�¦ Ä»o�Ãº\P�_� �FGô�ÇÜ¼�Ð s�K�
��¦�� 
�

��H Òqty���̀¦ ½̈�̂&h�Ü¼�Ð ½̈�&³ô�Ç �s���.6	כ Óüt�:r ÅÒ#Q��� z�́Ãº\�¦ #Qb�G>� Ä»

o�Ãº\P��Ð ³ð�&³
�Ö¼�� 
���H ��Ér	כ ���)� Z>�>h_� ë�H]js���. ·ú��9��� ���Ð��H

���ì�rÃº���>h��ÅÒ#Q���z�́Ãº\�¦���©���ØÔ>�Ä»o�Ãº\P��Ð&h���Hr�v���H~½ÓZO�

s���.

V� 5 â�
 l�¡U> ¿�
l� 
��� L±ÞUc á�!ÐM���?

s�]j, 3 ]X�\�"f ú́�ô�Ç $í
|9�[þt�̀¦ �̧¿º ëß�7á¤
���H ��s	כ �>rF�ô�Ç����H �¦̀�	כ ·ú�

��¤��HX<,Õª�	כ�s�z�́]j�Ð°ú �Ér	כ�[þt,:£¤y�X<X<���àÔü<ñß��ÐØÔ��]jr�ô�Ç	כ

����� 
���H |9�ë�H\� @/²ú�
�#� �Ð��. @/²ú�
�l�\� ·ú¡"f"f, Äº��� ‘°ú ��’��H ú́�

6ñß��ÐØÔ_� ~½ÓZO��Ér [1] _� ÂÒ2�¤\� çß�|ÄÌ
�>� [O�"î
÷&#Q e����.
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s� Áº��H >pw����� ��4R �Ð���� ô�Ç��. s�]j Äºo��� Òqty��
��9��H �,�Ér	כ �ª�Ãº

|9�½+Ës� PF ü< PG �Ð y��y�� ÅÒ#Q��� ¿º í�H"f�̂ F ü< G �� �̧¿º 1 ]X�\�"f

ú́�ô�Ç $í
|9��̀¦ ëß�7á¤½+É M: F ü< G �� °ú �Ér�� 
���H �,>���X	כ #�l�"f °ú ���¦


���H ú́��Ér��z�́ F ü< G��í�H"f�̂�Ð"f=�G°ú �Ér ½̈�̧\�¦°ú ��H��
���H&h��̀¦

¶ns�¦ e����H �.���s	כ 7£¤, F _� "é¶[þtõ� G _� "é¶[þts� {9�@/{9� @/6£xs� ÷&#Q ���

íß�õ� í�H"f½̈�̧�� Õª@/�Ð �Ð�>r÷&��H�� 
���H ��s	כ s� Óüt6£§_� Ùþ�d��s���. �Ð

�� ½̈�̂&h�Ü¼�Ð ��r� ú́�
����, ���éß����<ÊÃº φ : F → G \�¦ ú̧� &ñ
_�
�#�, ��

6£§ $í
|9�[þt

(Ä»1) y�� x, y ∈ F \� @/
�#� φ(x + y) = φ(x) + φ(y), φ(xy) = φ(x)φ(y)

s� $í
wn�ô�Ç��.

(Ä»2) {φ(x) ∈ G : x ∈ PF} = PG s���.

�� $í
wn�
��̧2�¤ ½+É Ãº e����H�� 
���H �.���s	כ #�l�"f, φ(x + y) _� ‘+’ ��H F

_� �8
�l�s��¦, φ(x) + φ(y) _� ‘+’ ��H G _� �8
�l����X<, Y�L
�l��̧ Óüt�:r

��ðøÍ��t�s���.

Äº��� 1 �̀¦ Y>� ��� �8
�#� 0 s� ÷&���, s��Qô�Ç Ãº|9�½+Ë�Ér í�H"f�̂�� |̈c Ãº

\O���. ����"f, e��_�_� �����Ãº n \� @/
�#� 1 �̀¦ n ��� �8ô�Ç Ãº\�¦ n · 1 s�
�� æ¼��� |9�½+Ë {n · 1 ∈ F : n = 1, 2, . . . } ü< �����Ãº|9�½+Ë N �Ér {9�@/{9� @/6£x
s� ÷&�¦ �8
�l�ü< Y�L
�l��� �Ð�>rH�d�̀¦ ·ú� Ãº e����. ��ðøÍ��t��Ð |9�½+Ë

{(n · 1) · (m · 1)−1 : m, n ∈ Z, m 6= 0}

�Ér Ä»o�Ãº|9�½+Ëõ� {9�@/{9�@/6£xs��)a��. í�H"f�̂ F ü< G _� 1 �̀¦ 1F ü< 1G

�Ð y��y�� ³ðr�
����, Äº��� (n · 1F ) · (m · 1F )−1
\�¦ (n · 1G) · (m · 1G)−1 �Ð �Ð

?/�̧2�¤ φ \�¦ &ñ
_�
�#��� ô�Ç��. �� Qt� "é¶�è x ∈ F \� @/
�#� φ(x) \�¦ &ñ


_�
�l� 0A
�#�, 1]X�\����̧��H&ñ
o�[þtõ�1lxu����"î
]j\�¦ô�Ç��t��8�è>h

ô�Ç��.

z�́Ãº|9�½+Ë A ⊂ R õ� z�́Ãº α ∈ R s�, ��6£§ $í
|9�

(�©�1) e��_�_� a ∈ A \� @/
�#� a ≤ α s���.

(�©�2) ëß�{9� e��_�_� a ∈ A \� @/
�#� a ≤ β s���� α ≤ β s���.

�̀¦ ëß�7á¤
���� α �� A _� L|�Ð�ç¡4��� 
��¦, s�\�¦ α = sup A �� ��H��. z�́

Ãº α �� (�©�1) \� ���̧��H $í
|9��̀¦ ��|9� M: s�\�¦ |9�½+Ë A _� �ç¡4��� ÂÒØÔ��H
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X<, (�©�2) \�"f��H α �� �©�>�[þt ×�æ\�"f þj�è°úכe���̀¦ ú́�
��¦ e����. ��6£§ &ñ


o� ¢̧ô�Ç 1 ]X�\� ���̧��H &ñ
o�[þtõ� �7Ho�&h�Ü¼�Ð 1lxu����X<, s�\�¦ TÖhR�)ç�ð��

P��� ÂÒ�Ér��.

Ça�h� 5. R�#e ���U� óm¬ª�< F�B¬£ �·
Öכ� A ⊂ R T� �ç¡4�¿ì> ��U��̂@ A ¤�< ºÿ�

¿�S� L|�Ð�ç¡4�¿ì> ��.>	��.

s� $í
|9��̀¦ s�6 x
����, e��_�_� x ∈ F \� @/
�#�

φ(x) = sup{r · 1G : r ∈ Q, r · 1F < x} ∈ G

�� &ñ
_�½+É Ãº e����. s�XO�>� &ñ
_��)a �<ÊÃº φ ��H z�́]j�Ð ���éß����<ÊÃºs��¦,

(Ä»1) õ� (Ä»2) \�¦ ëß�7á¤ô�Ç��. ��r� ú́�
����, ¢-aq�$í
/BNo�\�¦ ëß�7á¤
���H í�H"f

�̂��H, Õª ½̈$í
 ~½ÓZO�\� �©��'a\O�s� �̧¿º ‘°ú �Ér’ ��s	כ �)a��. ����"f, ¢-aq�$í


/BNo�\�¦ëß�7á¤
���Hí�H"f�̂��H&h�#Q�̧ 
�����e���¦ ¢̧ 
���µ1Ú\�\O���HX<,s�

\�¦ F�B¬£=i�� 
��¦ Õª "é¶�è 
���
���\�¦ F�B¬£�� ÂÒ�Ér��.
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