
V� 4 *�× �ók� �\�&Pכ��»ÐÏ�

s� �©�\�"f��H 4�¤�è�<ÊÃº�:r_� Ùþ�d��s��� ½+É Ãº e����H ���&h�ì�r�̀¦ /BNÂÒô�Ç��. ���&h�

ì�r�̀¦ s�6 x���� K�$3��<ÊÃº_� "é¶r��<ÊÃº\�¦ &ñ
_�½+É Ãº e����HX<, s� M: ���&h�ì�r_� °úכ

s� Õª �â
�Ð\� _��>r�t� ·ú§���� ô�Ç��. �ïr�–½̈ØÔ�� &ñ
o���H K�$3��<ÊÃº_� �â
Äº ���

&h�ì�r_� °úכs� Õª �â
�Ð\� _��>r�t� ·ú§6£§�̀¦ ú́�K� ï�r��. s�\�¦ s�6 x�#� e��_�_� K�

$3��<ÊÃº\�¦ &h�ì�r +þAI��Ð ����èq Ãº e���¦, :£¤y� e��_�_� K�$3��<ÊÃº��H "4�/åLÃº�Ð ³ð

�&³½+É Ãº e��6£§�̀¦ �Ðs�>� �)a��. t�èß� 3�©�\�"f /BNÂÒô�Ç ?/6 xõ� ½+Ë�#� �Ð��� ÅÒ#Q

��� �<ÊÃº�� K�$3�&h�s�êøÍ ú́��Ér "4�/åLÃº���>h�� ��0px�����H ú́�õ� 1lxu�e���̀¦ ·ú�>� �)a

��. K�$3��<ÊÃº\�¦ &h�ì�r +þAI��Ð ����?/��H �ïr� &h�ì�r/BNd���Ér K�$3��<ÊÃº_� $í
|9��̀¦ ¶ú�

(R�Ð��H X<\� 	�H %i�½+É�̀¦ ���HX<, Õª ×�æ @/Ãº�<Æ_� l��:r&ñ
o� 1px @/³ð&h���� �¦̀�	כ Y>�

��t�·ú����:r��.4�¤�è�<ÊÃº_����&h�ì�r�Érs��Qô�Çs��:r&h����8£¤���÷�r��m���z�́]jz�́

&h�ì�r_� °ú̀�כ¦ ½̈���H X<\��̧ 	�H %i�½+É�̀¦ ô�Ç��.

4.1. ¤n>�\�&P�

z�́���Ãº4�¤�èÃº°úכ�<ÊÃº f _�z�́ÃºÂÒü<)�ÃºÂÒ\�¦y��y�� uü< v�Ð¿º���,

f = u + ivs���. s�M: uü< v�� 1lxr�\� &h�ì�r��0px���� f �� &h�ì�r��0px�

���¦ ô�Ç��. p�ì�r\� @/K�"f�̧ ��ðøÍ��t��Ð &ñ
_�� 9 f _� &h�ì�rõ� p�ì�r�̀¦

y��y�� ��6£§ ∫
f =

∫
u + i

∫
v, f ′ = u′ + iv′

67
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õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��. Õª�Q��� z�́���Ãº z�́Ãº°úכ �<ÊÃº_� p�&h�ì�r\� @/�#� $í


wn����H l��:r/BNd��[þts� z�́���Ãº 4�¤�èÃº°úכ �<ÊÃº\� @/K�"f�̧ Õª _�p��� e��

��H �â
Äº Õª@/�Ð $í
wn��<Ê�̀¦ ~1�>� SX����½+É Ãº e����. :£¤y� ÂÒ1pxd��∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f | (1)

�̧ $í
wn����HX<, s�\�¦ 7£x"î
�#� �Ð��. �<ÊÃº f : [a, b] → C�� ÅÒ#Q4R e��

�̀¦ M:, &h�ì�r°ú̀�כ¦ �FG+þAd��
∫ b

a

f = reiθÜ¼�Ð æ¼��. ëß�{9� e−iθf _� z�́ÃºÂÒ

\�¦ u�� ¿º��� u ≤ |e−iθf | = |f |s�Ù¼�Ð,∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ = e−iθ

∫ b

a

f =
∫ b

a

e−iθf =
∫ b

a

u ≤
∫ b

a

|f |

�̀¦ %3���H��.

'Ö<<K 4.1.1. 1pxd��

∫
(αf) = α

∫
f s� $í
wn��<Ê�̀¦ 7£x"î
�#���.

s�]j4�¤�è���Ãº�<ÊÃº_�/BG����̀¦���Ér���&h�ì�r\�@/K�"f·ú����Ð��HX<���

$� /BG���_� _�p�\�¦ ì�r"î
y� ���. 4�¤�èî̈
���_� %ò
%i� Ω ⊂ C�� ÅÒ#Q4R e��

�̀¦ M:, ½̈çß� [a, b]\�"f &ñ
_��)a ���5Åq�<ÊÃº Γ : [a, b] → Ω\�¦ %ò
%i� Ω îß�\�

e����H ð��9̀	s��� ô�Ç��. ëß�{9� �<ÊÃº Γ_� z�́ÃºÂÒü< )�ÃºÂÒ�� �̧��H C1-�<ÊÃº

s����,7£¤p�ì�r��0px��¦Õª �̧�<ÊÃº�����5Åqs����,s�\�¦ C1-ð��9̀	s���ô�Ç��.

·ú¡Ü¼�Ð, ½̈çß� [a, b]\�¦Ä»ô�Ç>h_�ÂÒì�r½̈çß�Ü¼�Ð��¾º#Q"fy��ÂÒì�r½̈çß�0A

\�"f C1-/BG���s��¦ ����̂ ½̈çß� [a, b] 0A\�"f ���5Åq��� /BG����Ér �Ð~�� C1-ð��

9̀	s��� ÂÒ�Ér��. ·ú¡Ü¼�Ð s� Õþ�\�"f ð��9̀	s��� ���� �½Ó�©� �̧y�� C1-/BG����̀¦

_�p�ô�Ç��.

s�]j 4�¤�è�<ÊÃº_� ���&h�ì�r�̀¦ &ñ
_����. %ò
%i� Ω 0A\�"f &ñ
_��)a 4�¤�è

�<ÊÃº f : Ω → Cü< %ò
%i� Ω îß�_� /BG��� Γ : [a, b] → Ω\� @/�#� 9̀	+8�(Ûo∫
Γ

f(z)dz\�¦ ��6£§

∫
Γ

f(z)dz =
∫ b

a

f(Γ(t))Γ′(t)dt
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õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��.

|ºM� 1. 4�¤�èî̈
��� 0A_� W1 &h� 1 + i,−1 + i,−1− i, 1− i �̀¦ r�>�ìøÍ@/~½Ó

�¾ÓÜ¼�Ð ���������H &ñ
��y��+þA R_� ÑütYU��H

Γ(t) =


(−t + 1) + i, 0 ≤ t ≤ 2,

−1 + i(−t + 3), 2 ≤ t ≤ 4,

(t− 5)− i, 4 ≤ t ≤ 6,

1 + i(t− 7), 6 ≤ t ≤ 8

�Ð ÅÒ#Q|9� Ãº e����. ô�Ç¼#�, éß�0A"é¶�̀¦ r�>�ìøÍ@/~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð �̧��H /BG����Ér

γ(t) = eit, −π ≤ t ≤ π

�Ð ÅÒ#Q|9� Ãº e����. ëß�{9� f(z) =
1
z
�����

∫
Γ

1
z

dz =
∫ 2

0

−dt

(−t + 1) + i
+
∫ 4

2

−idt

−1 + i(−t + 3)

+
∫ 6

4

dt

(t− 5)− i
+
∫ 8

6

idt

1 + i(t− 7)

=
∫ 1

−1

(
−1

−t + i
+

−i

−1− it
+

1
t− i

+
i

1 + it

)
dt

= 4
∫ 1

−1

t + i

1 + t2
dt

s���. Õª���X< y =
t

1 + t2
�Ér l��<ÊÃºs�Ù¼�Ð

∫
Γ

1
z

dz = 4i
∫ 1

−1

dt

1 + t2
= 2πi

s��¦, ¢̧ô�Ç ∫
γ

1
z

dz =
∫ π

−π

ieit

eit
dt = 2πi

s���. ô�Ç¼#� ∫
γ

zdz =
∫ π

−π

eit · ieitdt = 0
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s���. �

'Ö<<K 4.1.2. &h�ì�r°úכ
∫

Γ

zdz\�¦ ½̈�#���.

/BG��� Γ : [a, b] → C\�"f Γ(a)\�¦ S����+8�s��� ��¦ Γ(b)\�¦ Ê��+8�s���

ô�Ç��. /BG��� Γ1 : [a1, b1] → C_� =åQ&h�õ� /BG��� Γ2 : [a2, b2] → C_� r����&h�

s� °ú �̀¦ M:, Dh�Ðî�r /BG��� Γ1 + Γ2 : [a1, b1 + b2 − a2] → C\�¦ ��6£§

(Γ1 + Γ2)(t) =

{
Γ1(t), t ∈ [a1, b1]
Γ2(t + a2 − b1) t ∈ [b1, b1 + b2 − a2]

õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��. ¢̧ô�Ç, Γ : [a, b] → C\� @/�#� /BG��� −Γ : [a, b] → C

\�¦ ��6£§

(−Γ)(t) = Γ(b + a− t), t ∈ [a, b]

õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��. ��r� ú́��#�, Γ1 + Γ2��H ·¡#Q e����H ¿º /BG��� Γ1õ� Γ2

\�¦ ����Ð �������#� �Ð��H �,¦��s	כ −Γ��H Γ_� ~½Ó�¾Ó�̀¦ ��Ë̈��H �.���s	כ

|ºM� 2. 4�¤�èî̈
���0A_�&h� z1 = 1+i, z2 = −1+i, z3 = −1−i, z4 = 1−i

��ÅÒ#Q4Re���̀¦M:,&h� zi\�"f zi+1��t�����H���ì�r�̀¦ Γi��¿º��.#�l�"f

z5 = z1s��� ¿º��� Γ1,Γ2,Γ3,Γ4�� &ñ
_��)a��. Õª�Q��� Γ1 + Γ2 + Γ3 + Γ4

��H���Ð�Ðl� 1\�"f&ñ
_��)a/BG��� Γs���. ¢̧ô�Ç, Γ1+Γ2�� (−Γ4)+(−Γ3)

�Ér �̧¿º z1\�"f z3��t� ����H /BG���s���. �

t

t

t

t�

?

-

6

�

?

Γ1

−Γ3

Γ3

Γ2 Γ4−Γ4

/BG��� Γ1,Γ2, . . . ,Γns� ÅÒ#Q4R e���̀¦ M:, y�� i = 1, 2, . . . , n − 1\� @/

�#� /BG��� Γi_� =åQ&h�õ� Γi+1_� r����&h�s� °ú Ü¼��� Γ1 + · · ·+ Γn�Ér )±ú�
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&h�Ü¼�Ð �����Û¼YU &ñ
_��)a��. s� �â
Äº ��6£§ 1pxd��∫
Γ1+Γ2+···+Γn

f(z)dz =
n∑

i=1

∫
Γi

f(z)dz∫
−Γ

f(z)dz = −
∫

Γ

f(z)dz

(2)

s� $í
wn�ô�Ç��.

'Ö<<K 4.1.3. 1pxd�� (2)\�¦ 7£x"î
�#���.

'Ö<<K 4.1.4. ÅÒ#Q��� /BG����̀¦ F�B�>h�o½+É M: ���&h�ì�r_� °úכs� #Qb�G>� ÷&��Ht� "î

SX��>� æ¼�¦ 7£x"î
�#���.

�ª�=åQ&h�s� {9�u����H /BG����̀¦ ���3u@ð��9̀	s��� ô�Ç��. :£¤y�, ÅÒ#Q��� {���2³

/BG��� Γ : [a, b] → C�� ½̈çß� [a, b) 0A\�"f éß����<ÊÃº{9� M:, s�\�¦ ·ÿ�G�B@n

ð��9̀	s��� ÂÒ�Ér��. ·ú¡Ü¼�Ð, éß�{9��̀/BG����̀¦ ����"f ���&h�ì�r½+É M:\���H Z>��̧

_� ���/åLs� \O���H ô�Ç �½Ó�©� r�>�ìøÍ@/~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð /BG���s� ÅÒ#Q��� �Ü¼�Ð	כ çß�ÅÒ

ô�Ç��. s� �â
Äº, �Ðl� 1\� ÅÒ#Q��� /BG��� γ��H çß�éß�y� |z| = 1�Ð ����èq Ãº

e����. ëß�{9� 4�¤�èî̈
���_� W1 &h� 1 + i,−1 + i,−1− i, 1− i �̀¦ =�Gt�&h�Ü¼�Ð

���H &ñ
��y��+þA�̀¦ Rs��� ¿º��� �Ðl� 1\� ÅÒ#Q��� /BG��� Γ��H ��y��+þA R_�

#Ü�4� ∂R�Ð ����èq Ãº e����.

|ºM� 3. �ª�Ãº r > 0õ� &ñ
Ãº n = 0,±1,±2, . . . \� @/�#�∫
|z|=r

zndz =
∫ π

−π

(reit)nireitdt = irn+1

∫ π

−π

ei(n+1)tdt

s���. Õª���X< n + 1 6= 0s����∫ π

−π

ei(n+1)tdt =
1

i(n + 1)
ei(n+1)t

]π

−π

= 0

s�Ù¼�Ð ∫
|z|=r

zndz =

{
0, n 6= −1,

2πi n = −1

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. �
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'Ö<<K 4.1.5. ��6£§ &h�ì�r°ú̀�כ¦ ½̈�#���.

(��)

∫
|z|=2

Re zdz (��)

∫
|z|=2

zdz (��)

∫
|z|=2

|z|dz

%ò
%i� Ω\�"f 4�¤�è�<ÊÃº F �� p�ì�r��0px��¦ F ′ = f {9� M:, �<ÊÃº F \�¦

f _� 4wHS��ÈÕ¬£�� ô�Ç��.

XNËP� 4.1.1. *å�*9� Ω ⊂ C a�;c"k +ä�q�ùÚH a:@ö¶;õi;�Ð�ÈÕ¬£ f : Ω → C��

4wHS��ÈÕ¬£ F ¿ì> ��.>	��z� ���. ½��_�̂@ ��»q�q� ð��9̀	 Γ : [a, b] → Ω;c 60

�#l �ûB��̧ ∫
Γ

f(z)dz = F (Γ(b))− F (Γ(a))

T� )ç��·Â6Ò��.

7£x"î
: ����WZO�gË:\� _��#�
d

dt
(F (Γ(t)) = F ′(Γ(t))Γ′(t)s�Ù¼�Ð, p�&h�ì�r

�<Æ_� l��:r&ñ
o�\� _��#� ��6£§ 1pxd��∫
Γ

f(z)dz =
∫

Γ

F ′(z)dz =
∫ b

a

F ′(Γ(t))Γ′(t)dt = F (Γ(b))− F (Γ(a))

s� $í
wn�ô�Ç��. �

&ñ
o� 4.1.1_� Ùþ�d���Ér &h�ì�r°úכ
∫

Γ

f(z)dz�� /BG��� Γ_� �ª�=åQ&h� Γ(a)ü<

Γ(b)\� _��#� ���&ñ
�)a����H &h�s���. ����"f, ���5Åq�<ÊÃº f �� "é¶r��<ÊÃº\�¦

��t���� e��_�_� {���2³/BG��� 0A\�"f ���&h�ì�rs� �½Ó�©� 0s���. ����"f, �Ðl� 3

\�"f n 6= −1{9� M:
∫
|z|=r

zndz = 0s� ÷&��H s�Ä»\�¦ ���Ð ·ú� Ãº e����. Õª

�Q��, n = −1s���� &ñ
_�%i� ����̂\�"f "é¶r��<ÊÃº\�¦ ú̧��̀¦ Ãº \O���.

/BG��� Γ : [a, b] → C\�¦z�́ÃºÂÒü<)�ÃºÂÒ�Ð��¾º#Q z(t) = x(t)+ iy(y)

�Ð æ¼���, s� /BG���_� @�BT���H∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 =

∫ b

a

|x′(t) + iy′(t)|dt =
∫ b

a

|Γ′(t)|dt

�Ð ÅÒ#Q�����. ���&h�ì�r
∫

Γ

f(z)dz_� &ñ
_�\�"f dz = Γ′(t)dts�1pws� ·ú¡Ü¼

�Ð |dz| = |Γ′(t)|dt�Ð ³ðr�ô�Ç��. ��6£§ &ñ
o���H ���&h�ì�r_� ]X�@/°úכ_� #3�0A

\�¦ ]jô�Ç���H X<\� Ä»6 x�>� æ¼�����.
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XNËP� 4.1.2. ¹ÿ�G�B @�BT��� L->	 ð��9̀	 Γ a�;c"k �ÈÕ¬£ f �� |f(z)| ≤ M ¿ì>

¹ÿ�ø¶;��̂@ «»�ûB��̧ ∣∣∣∣∫
Γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
Γ

|f(z)| |dz| ≤ ML

T� )ç��·Â6Ò��.

7£x"î
: ÂÒ1pxd�� (1) �̀¦ s�6 x�#� >�íß�����

∣∣∣∣∫
Γ

f(z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(z(t))| |z′(t)|dt

=
∫

Γ

|f(z)| |dz| ≤ M

∫
Γ

|dz| = ML

s� �)a��. �

'Ö<<K 4.1.6. ��6£§ &h�ì�r�̀¦ ½̈�#���.

(��)

∫
|z|=2

z|dz| (��)

∫
|z|=2

z|dz| (��)

∫
|z|=2

|z| |dz|

4.2. �ók�–Ä©ßÃ�� Ça�h�

4�¤�èK�$3�_� g1Ps��� ½+É Ãº e����H �ïr�–½̈ØÔ�� &ñ
o���H \P��2;"é¶óøÍ 0A\�

"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº��H e��_�_� {���2³/BG��� 0A\�"f ���&h�ì�rs� 0s�����H �	כ

s���. Õª 7£x"î
�Ér &ñ
o� 4.1.1\� _��#� "é¶r��<ÊÃº�� e������H �¦̀�	כ �Ðs����

�)a��. "é¶r��<ÊÃº_� Êê�Ð��H {©����y� "é¶óøÍ_� ×�æd��\�"f &h� z��t� ���ì�r�̀¦ �FM

�¦ s� 0A\�"f ���&h�ì�rô�Ç °ú̀�כ¦ F (z)�Ð &ñ
���H �.���s	כ s��Qô�Ç �<ÊÃº�� &ñ


ú́� "é¶r��<ÊÃº�� ÷&��Ht� 7£x"î
�l� 0A�#� ��6£§ &ñ
o��� �9�Ãº&h�s���.
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XNËP� 4.2.1. (�ïr�–½̈ØÔ��(1)) õi;�Ð�ÈÕ¬£ f �� ��̧��~��0ïF RÃç> �Ô�ÈÕ�¤�<

*å�*9� a�;c"k AI)o�+8�T��̂@ ∫
∂R

f(z)dz = 0

T� )ç��·Â6Ò��.

7£x"î
: f����y��+þA R_� y�� ����̀¦ s�1pxì�r�<ÊÜ¼�Ð+� f����y��+þA R �̀¦ ��1pxì�r

�#� s�\�¦ y��y�� R1, R2, R3, R4�� ���. Õª�Q��� ÂÒ1pxd��∣∣∣∣∫
∂R

f(z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

4∑
i=1

∫
Ri

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
4∑

i=1

∣∣∣∣∫
Ri

f(z)dz

∣∣∣∣
s�$í
wn��Ù¼�Ð,W1��y��+þA R1, R2, R3, R4

×�æ&h�#Q�̧ #QÖ¼��� (s�\�¦ R1

s��� s�2£§·¡s���)��H ��6£§ ÂÒ1pxd��∣∣∣∣∫
∂R1

f(z)dz

∣∣∣∣ ≥ 1
4

∣∣∣∣∫
∂R

f(z)dz

∣∣∣∣
�̀¦ëß�7á¤K���ô�Ç��.f����y��+þA R1\�@/�#�°ú �Ér���\O��̀¦ìøÍ4�¤�#� R2\�¦

%3��¦, s�\�¦ >�5Åq���� f����y��+þA R1 ⊃ R2 ⊃ · · · ⊃ Rn ⊃ · · · �̀¦ %3���HX<,

��6£§ $í
|9��̀¦ �������:

(��) f����y��+þA Rn+1�Ér f����y��+þA Rn �̀¦ ��1pxì�rô�Ç �þt]	כ ×�æ ���s���.

(��) ÂÒ1pxd��

∣∣∣∣∣
∫

∂Rn+1

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≥ 1
4

∣∣∣∣∫
∂Rn

f(z)dz

∣∣∣∣s� $í
wn�ô�Ç��.

s��Qô�Ç ��y��+þA[þt�Ér R_� ô�Ç &h� z0�Ð Ãº§4��>� �)a��.(2)

(1) Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858∼1936), áÔ|½ÓÛ¼ Ãº�<Æ��. Ecole Normale
Supérieure\�"f /BNÂÒ��¦, °ú �Ér @/�<Æõ� ��o�@/�<Æ\�"f �Ö̧1lx�%i���. �ïr���H "é¶A� �<Ê
Ãº f _� �̧�<ÊÃº�� ���5Åqs�����H �̧|	� �\�"f s�\�¦ 7£x"î
�%i�Ü¼��, ½̈ØÔ����H s� ��&ñ
s�
\O�#Q�̧ H�d�̀¦ �Ð%i���. ���_þvë�H]j 4.4.9\�¦ �ÃÐ�̧���.

(2) s� ÂÒì�r�Ér 7á§ �8 [jx9�ô�Ç 7£x"î
�̀¦ ¹כ�t�ëß� �:r|9�&h�Ü¼�Ð z�́Ãº_� ¢-aq�$í
/BNo�ü< ��ðøÍ��
t� ÅÒ�©�s� �)a��. �ÃÐ�¦: [�̂�$í
l�·�̂��̧ô�Ç·>�5px+À:, K�$3�>h�:r, >h&ñ
óøÍ, "fÖ�¦@/�<Æ�§ Ø�¦óøÍ
ÂÒ, 1995, 2002]
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s�]j, �<ÊÃº f(z)�� z = z0\�"f p�ì�r��0px�Ù¼�Ð, t�èß� 3.1]X�_� (2)

\� _��#� �<ÊÃº f(z)\�¦ ��6£§

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + (z − z0)h(z)

õ�°ú s�jþtÃºe����.#�l�"f lim
z→z0

h(z) = 0s���.Õª���X<&ñ
o� 4.1.1\�_�

�#�

∫
∂Rn

dz =
∫

∂Rn

zdz = 0s�Ù¼�Ð (��)\� _��#�

1
4n

∣∣∣∣∫
∂R

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
∂Rn

f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
∂Rn

(z − z0)h(z)dz

∣∣∣∣
e���̀¦ ·ú� Ãº e����. s�]j, ��y��+þA R_� ÑütYU\�¦ Ls��� ���� ��y��+þA Rn_�

ÑütYU��H
L

2n
s� �)a��. Õªo��¦ ��y��+þA R_� @/y�����_� U�́s�\�¦ Ds��� ����

��y��+þA Rn_�@/y�����_�U�́s���H
D

2n
��÷&Ù¼�Ð, ∂Rn 0A\�"f |z−z0| ≤

D

2n

s���. ¢̧ô�Ç ∂Rn 0A\�"f |h(z)|_�þj@/°ú̀�כ¦ Mn������&ñ
o� 4.1.2\�_�

�#�

1
4n

∣∣∣∣∫
∂R

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
∂Rn

(z − z0)h(z)dz

∣∣∣∣ ≤ D

2n
Mn

L

2n
=

DLMn

4n
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s� $í
wn�ô�Ç��. ����"f ∣∣∣∣∫
∂R

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ DLMn

���X< lim
z→z0

h(z) = 0\�"f lim
n→∞

Mn = 0s�Ù¼�Ð 7£x"î
s� =åQèß���. �

s�]j \P��2;"é¶óøÍ D = D(z0, r) 0A\�"f K�$3��<ÊÃº f(z)�� &ñ
_�÷&#Q e��

���¦ ���. %ò
%i� D_� ô�Ç &h� z = x + iy ∈ D�� ÅÒ#Qt���� s� &h�õ� ×�æd��

z0 = x0 + iy0 �̀¦=�Gt�&h�Ü¼�Ð���Hf����y��+þAs����&ñ
�)a��.s�f����y��+þA_�

�â
>�\�¦����"f z0\�"f z��t�����H/BG����̀¦ëß�[þt÷&,Ãºî̈
����̀¦���$�t���

��H �¦̀�	כ Γ1s��� ��¦ Ãºf������̀¦ ���$� t�����H �¦̀�	כ Γ2�� ô�Ç��. Õª�Q���∫
Γ1

f(z)dz =
∫ x

x0

f(t + iy0)dt +
∫ y

y0

f(x + it)dt

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ¢̧ô�Ç,∫
Γ2

f(z)dz =
∫ y

y0

f(x0 + it)dt +
∫ x

x0

f(t + iy)dt

s���. &ñ
o� 4.2.1�Ér s� ¿º &h�ì�r°úכs� °ú 6£§�̀¦ ú́�K� ÅÒ��HX<, Õª /BN:�x°ú̀�כ¦

F (z)���. Õª�Q��� %�6£§ 1pxd��\�"f

∂F

∂y
=

∂

∂y

(∫ y

y0

f(x + it)idt

)
= if(x + iy) = if(z)

\�¦ %3��¦, ¿º���P: 1pxd��\�"f

∂F

∂x
=

∂

∂x

(∫ x

x0

f(t + iy)idt

)
= f(x + iy) = f(z)

�̀¦ %3���H��. Õª���X<, f ��H ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð &ñ
o� 3.2.2\� _��#� F ��H p�

ì�r��0px��¦ f _� "é¶r��<ÊÃºe���̀¦ ·ú� Ãº e����.

t
t

-

66

-

Γ1

Γ2
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XNËP� 4.2.2. �~x)>	4wHÁ6Ò a�;c"k +ä�q�ùÚH AI)o��ÈÕ¬£¤�< 4wHS��ÈÕ¬£¿ì> ��.>	��.

s�]j, &ñ
o� 4.1.1\� _��#� ��6£§�̀¦ %3���H��.

XNËP� 4.2.3. (�ïr�) �ÈÕ¬£ f �� �~x)>	4wHÁ6Ò D a�;c"k +ä�q�ùÚH AI)o��ÈÕ¬£��

���. ½��_�̂@ D ¼ÿ�;c ���¤�< ��»q�q� ���3u@ð��9̀	 Γ;c 60�#l∫
Γ

f(z)dz = 0

T� )ç��·Â6Ò��.

|ºM� 1. K�$3��<ÊÃº f(z) = e−z2
\� �ïr�&ñ
o�\�¦ &h�6 x�#� �Ð��. ëß�{9� ��

6£§ /BG���[þt

Γ1(t) = t, 0 ≤ t ≤ a

Γ2(t) = a + it, 0 ≤ t ≤ a

Γ3(t) =
1√
2
(1 + i)t, 0 ≤ t ≤ a

√
2

�̀¦ Òqty������ (éß�, a > 0)∫
Γ1

f(z)dz +
∫

Γ2

f(z)dz =
∫

Γ3

f(z)dz (3)

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. Õª�Q���∫
Γ1

f(z)dz =
∫ a

0

e−t2dt,

∫
Γ3

f(z)dz =
1√
2
(1 + i)

∫ a
√

2

0

e−it2dt

s���. ô�Ç¼#�, /BG��� Γ2 0A\�"f
∣∣∣e−(a+it)2

∣∣∣ = e−a2+t2 ≤ e−a2+ats�Ù¼�Ð∣∣∣∣∫
Γ2

f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣i∫ a

0

e−(a+it)2dt

∣∣∣∣
≤ e−a2

∫ a

0

eatdt =
1
a
(1− e−a2

) ≤ 1
a

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. s�]j 1pxd�� (3)\�"f �FGô�Ç lim
a→∞

\�¦ 2[����∫ ∞

0

e−it2dt =
√

2
1 + i

∫ ∞

0

e−t2dt =
√

2
1 + i

√
π

2
=

1
2

√
π

2
(1− i)
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�̀¦ %3���H��. s� d��\�"f z�́ÃºÂÒü< )�ÃºÂÒ\�¦ y��y�� q��§���� 1pxd��∫ ∞

0

cos t2dt =
∫ ∞

0

sin t2dt =
1
2

√
π

2

\�¦ %3���H��. �

-

6

�
�

�
�

�
�

�
�

��

Γ1

Γ2

Γ3

'Ö<<K 4.2.1. ��6£§ /BG���[þt

Λ1(t) = t, 0 ≤ t ≤ a

Λ2(t) = aeit, 0 ≤ t ≤ π

4

Λ3(t) = eπi/4t, 0 ≤ t ≤ a

\� @/�#� �Ðl� 1õ� °ú �Ér >�íß��̀¦ K� �Ð����.

t��FK��t� �7H_� õ�&ñ
\�"f �<ÊÃº f _� %ò
%i�Ü¼�Ð [O�&ñ
ô�Ç \P��2;"é¶óøÍ_� %i�

½+És� Áº%Á	s�%3���Ht� ¶ú�(R�Ð��. &ñ
o� 4.2.1_� 7£x"î
�̀¦ ¶ú�(R �Ð���, f����y��

+þA[þt_��FGô�Ç&h�\�"f�<ÊÃº f ��p�ì�r��0px�����H&h�s�Ùþ�d��s�%3���.7£¤,f��

��y��+þA?/ÂÒ_� �̧��H&h�\�"f�<ÊÃº f ��p�ì�r��0pxK���&ñ
o� 4.2.1_�7£x"î


s�$í
wn�ô�Ç��.����"f,&ñ
o� 4.2.3_�Ùþ�d���Ér%ò
%i�_�¿º&h��̀¦z�́Ãº»¡¤<�Ê�Ér

)�Ãº»¡¤õ� î̈
'��ô�Ç ���ì�rÜ¼�Ð ���������H #��Q ��t� ~½ÓZO��̀¦ Òqty���%i��̀¦ M:

Òqtl���H f����y��+þA ?/ÂÒ_� �̧��H &h�\�"f �<ÊÃº f �� p�ì�r��0px�����H ��s	כ

��. 7£¤, s��Qô�Ç f����y��+þA[þt_� ?/ÂÒ�� ��r� %ò
%i�_� ?/ÂÒ\� �í�<Ê�)a����H

�.���s	כ s��Qô�Ç $í
|9��̀¦ ëß�7á¤���H %ò
%i�\�"f��H &ñ
o� 4.2.3s� Õª@/�Ð $í


wn����HX<, s��Qô�Ç %ò
%i��̀¦ ·ÿ�)Ö<a:@�lB*å�*9�s��� ÂÒ�Ér��. ëß�{9� ��6£§ %ò
%i�[þt

{z : z 6= 0}, {z : 1 < |z| < 2}, {z : |z| > 1, |z − 3| > 1}
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%�!3� %ò
%i� ?/ÂÒ\� ‘½̈"í
’s� e��Ü¼��� éß�í�H������%ò
%i�s� ��m���. ÅÒ#Q��� %ò


%i� Ω�� éß�í�H������{9� �¹Ø�æìכ��9r�̧|	��Ér Õª #�|9�½+Ë C \Ω������|9�½+Ëe��s���.

�<ÊÃº f(z) =
1
z
�� p�ì�r��0px�<ÊÃºe��\��̧ Ô�¦½̈��¦

∫
|z|=1

1
z

dz 6= 0

���s�Ä»��HÅÒ#Q���/BG���_�?/ÂÒ\�p�ì�rÔ�¦��0pxô�Ç&h�s�e��l�M:ë�Hs���.ëß�

{9� éß�{9��̀/BG��� Γ�� Õª ‘?/ÂÒ’\� "é¶&h��̀¦ �í�<Ê�t� ·ú§Ü¼���∫
Γ

1
z

dz = 0

s� �)a��.

s�]j {���2³/BG��� ?/ÂÒ\�"f �<ÊÃº f(z)_� p�ì�rÔ�¦��0px &h�s� e���̀¦ M:, �ï

r� &ñ
o�\�¦ &h�6 x���H ~½ÓZO��̀¦ Òqty���#� �Ð��. éß�í�H������%ò
%i� Ω îß�\� r�>�

ìøÍ@/ ~½Ó�¾Ó_� éß�{9��̀/BG��� Γ�� ÅÒ#Q4R e���¦, Γ ?/ÂÒ\� ô�Ç &h� z0�� e����

�¦���.�<ÊÃº f(z)��%ò
%i� Ω\{z0}0A\�"fK�$3�&h�{9�M:&h�ì�r
∫

Γ

f(z)dz

\�¦ >�íß��l� 0A�#� éß�{9��̀/BG��� Γ ?/ÂÒ\� "é¶ |z − z0| = r\�¦ ú̧�Ü¼���

1pxd�� ∫
Γ

f(z)dz =
∫
|z−z0|=r

f(z)dz (4)

s� $í
wn�ô�Ç��. s�\�¦ �Ðs�l� 0A�#� "é¶_� ×�æd�� z0\�¦ t�����H f������̀¦ �FM�¦,

s� f�����s� "é¶õ� ëß�����H ¿º &h��̀¦ y��y�� A, B�� ���. &h� z0\�¦ Ø�¦µ1Ï���H

A ~½Ó�¾Ó_� ìøÍf������Ér &h�#Q�̧ ô�Ç &h�\�"f /BG��� Γ\�¦ ëß�����HX<, Õª ×�æ A\�

���©� ����î�r &h��̀¦ C�� ���. ��ðøÍ��t��Ð B ~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð ���©� ���$� Γü<

ëß�����H &h��̀¦ Dô�Ç��. &h� C,D��H /BG��� Γ\�¦ ¿º ÂÒì�rÜ¼�Ð ��¾º��HX<, C\�

"f D��t�\�¦ Γ1s��� ¿º�¦, D\�"f C��t�\�¦ Γ2�� é�H��. ��ðøÍ��t��Ð A

\�"f B��t� "é¶�̀¦ ��������H /BG����̀¦ C1s��� ��¦ B\�"f A��t� "é¶�̀¦

��������H /BG����̀¦ C2�� ���. ��t�}��Ü¼�Ð &h� A\�"f C�Ð ����H ���ì�r�̀¦

L1, &h� B\�"f D��t� ����H ���ì�r�̀¦ L2�� s�2£§f±	��H��. Õª�Q��� ��6£§ ¿º
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/BG���

L1 + Γ1 + (−L2) + (−C1), (−L1) + (−C2) + L2 + Γ2

�Ér �̧¿º {���2³/BG���s��¦, Õª ?/ÂÒ\�"f �<ÊÃº f(z)�� K�$3��<ÊÃºs���. ����

"f, �ïr� &ñ
o�\� _��#�

0 =
∫

L1+Γ1+(−L2)+(−C1)

f +
∫

(−L1)+(−C2)+L2+Γ2

f

=
∫

L1

f +
∫

Γ1

f −
∫

L2

f −
∫

C1

f −
∫

L1

f −
∫

C2

f +
∫

L2

f +
∫

Γ2

f

=
∫

Γ1+Γ2

f −
∫

C1+C2

f =
∫

Γ

f −
∫

C

f

�� ÷&#Q 1pxd�� (4)\�¦ %3���H��.

��
��

-� L1L2

�

-

C1

C2

i

*

Γ1

Γ2

|ºM� 2. ëß�{9� |a| < rs���� "é¶&h��Ér "é¶ |z − a| = r ?/ÂÒ\� e��>� �)a��. ��

��"f, 0 < s < r − |a|��� s ∈ R �̀¦ ú̧�Ü¼���∫
|z−a|=r

dz

z
=
∫
|z|=s

dz

z
=
∫ π

−π

iseiθ

seiθ
dθ = 2πi

s���. �

'Ö<<K 4.2.2. &h�ì�r
∫
|z−a|=r

dz

z
�̀¦ &ñ
_�\� _��#� &h�#Q �Ð�¦, �Ðl� 2_� ���õ�\�¦

s�6 x�#� #Q�"� z�́&h�ì�r_� °ú̀�כ¦ ·ú� Ãº e����Ht� ¶ú�(R�Ð����.
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4.3. �ók� �\�&Pכ��»ÐÏ�ø� ���;³¹ÊÁ

s�]j,s�Õþ�����̂\�¦:�x�#����©�×�æ¹כô�Ç%i�½+É�̀¦���H�ïr�_�&h�ì�r/BN

d���̀¦ æ¼�¦ 7£x"î
���.

XNËP� 4.3.1. (�ïr� &h�ì�r/BNd��) �ÈÕ¬£ f(z)�� ·ÿ�)Ö<a:@�lB*å�*9� Ω ¼ÿ�;c"k AI

)o��ÈÕ¬£T�z�,·ÿ�G�B@nð��9̀	 Γ�� Ω ¼ÿ�;c �����.½��_�̂@ Γ 50«»q� ��»q�q� +8�

z0;c 60�#l ���:? �ûB��̧

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)
z − z0

dz

T� )ç��·Â6Ò��.

7£x"î
: ���$� Γ ?/ÂÒ\� [þt#Q����H "é¶ Cr : |z − z0| = r �̀¦ ��� ú̧���. Õª�Q

��� 1pxd�� (4)\� _��#�

1
2πi

∫
Γ

f(z)
z − z0

dz =
1

2πi

∫
Cr

f(z)
z − z0

dz

=
1

2πi

∫
Cr

f(z0)
z − z0

dz +
1

2πi

∫
Cr

f(z)− f(z0)
z − z0

dz

���X<, 4.1]X�_� �Ðl� 3õ� °ú s� f��]X� >�íß�����
∫

Cr

1
z − z0

dz = 2πis���.

����"f, 1pxd��

1
2πi

∫
Γ

f(z)
z − z0

dz = f(z0) +
1

2πi

∫
Cr

f(z)− f(z0)
z − z0

dz

\�¦ %3���H��. s�]j, "é¶ Cr 0A\�"f |f(z) − f(z0)|_� þj@/°ú̀�כ¦ Mrs��� �

���

∣∣∣∣f(z)− f(z0)
z − z0

∣∣∣∣ ≤ Mr

r
s�Ù¼�Ð

∣∣∣∣∫
Cr

f(z)− f(z0)
z − z0

dz

∣∣∣∣ ≤ Mr

r
(2πr) = 2πMr
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s���. Õª���X<, �<ÊÃº f(z)��H &h� z = z0\�"f ���5Åqs�Ù¼�Ð lim
r→0

Mr = 0s�

�¦, ����"f "é¶���H 1pxd���̀¦ %3���H��. �

|ºM� 1. �ïr� &h�ì�r/BNd���̀¦ s�6 x����

1
2πi

∫
|z|=1

ez

z
dz = e0 = 1

e���̀¦ ���Ð ·ú� Ãº e����. ¢̧ô�Ç,
1

z2 + 1
=

1
2i

(
1

z − i
− 1

z + i

)
s�Ù¼�Ð

1
2πi

∫
|z|=2

dz

z2 + 1
=

1
2i

(∫
|z|=2

dz

z − i
−
∫
|z|=2

dz

z + i

)
= 0

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. �

'Ö<<K 4.3.1. ��6£§ &h�ì�r°ú̀�כ¦ ½̈�#���.

(��)

∫
|z|=2

z3 − 1

z + i
dz (��)

∫
|z|=1

sin z

2z − 3i
dz

(��)

∫
|z|=2

1

z4 − 1
dz

�ïr� &h�ì�r/BNd��_� Äº����Ér /BG��� Γ 0A\�"f �<ÊÃº f(z)�� #Q�"� °ú̀�כ¦ ��

t���H��\� _��#� ���&ñ
�)a��. ����"f, éß�{9��̀/BG��� 0A\�"f K�$3��<ÊÃº_� °úכ

s� &ñ
K�t���� Õª ?/ÂÒ\�"f_� �<ÊÃº°úכ�Ér ��1lx&h�Ü¼�Ð &ñ
K�f���̀¦ ·ú� Ãº e��

��. s�]j, �ïr� &h�ì�r/BNd��\� ���̧��H ��6£§ +þAI�

F (z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ (5)

�Ð ÅÒ#Q��� �<ÊÃº F (z)_� $í
|9��̀¦ ¶ú�(R�Ð��. #�l�"f Γ��H {���2³/BG���s��¦

�<ÊÃº f ��H /BG��� 0A\�"f &ñ
_��)a ���5Åq�<ÊÃºs���. ��6£§ &ñ
o�_� 3lq&h��Ér s�

�Qô�Ç g1J�Ð &ñ
_��)a �<ÊÃº��H ��1lx&h�Ü¼�Ð "4�/åLÃº���>h�� ��0px�����H ��s	כ

��. Õª�Q��� �ïr� &h�ì�r/BNd��\� _��#� e��_�_� K�$3��<ÊÃº��H "4�/åLÃº���>h��

��0px�<Ê�̀¦ ·ú�>� ÷&�¦, s���H ���Ð &ñ
o� 3.3.1_� %i�s� $í
aË>�<Ê�̀¦ ú́�K� ÅÒ
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��H �.���s	כ ·ú¡Ü¼�Ð /BG��� Γ : [a, b] → C�� ÅÒ#Qt���� /BG��� 0A_� &h�|9�½+Ë

{Γ(t) : a ≤ t ≤ b} �̧ Õªzª� Γ�� ��H��.

Äº��� >h|ÄÌ&h���� >�íß��̀¦ �#� �Ð��. ���$� {���2³/BG��� ?/ÂÒ\� e��Ü¼���"f

/BG��� Γü< ëß���t� ·ú§��H "é¶ |z − z0| = r �̀¦ ú̧��¦ z ∈ D(z0, r) �̀¦ �¦&ñ
�

��. Õª�Q��� e��_�_� ζ ∈ Γ\� @/�#�
∣∣∣∣z − z0

ζ − z0

∣∣∣∣ < 1s���. ����"f

1
ζ − z

=
1

ζ − z0
· 1

1− z − z0

ζ − z0

=
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1

s�Ù¼�Ð, 1pxd��

f(ζ)
ζ − z

=
∞∑

n=0

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

(z − z0)n

�̀¦ %3���H��. ëß�{9� #�l�"f Áºô�Ç½+Ëõ� &h�ì�r_� í�H"f\�¦ ��ÜãJ Ãº e��Ü¼��� ��6£§

1pxd��

F (z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ =
∞∑

n=0

[
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ

]
(z − z0)n

�̀¦ %3���HX<, s���H �<ÊÃº F (z)\�¦ "4�/åLÃº g1J�Ð jþt Ãº e��6£§�̀¦ ú́�ô�Ç��.

XNËP� 4.3.2. ð��9̀	 Γã# a:@ö¶;�ÈÕ¬£ f : Γ → C;c 60�#l �ÈÕ¬£ F (z)¿ì> �ûB

��̧ (5)}¹ +ä�q����. T� CI, ~�� z0 ∈ C \ Γ;c 60�#l

an =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ, n = 0, 1, 2, . . .

�� £̈�̂@ Γã# ¹ÿ���U� óm¬¤�< �~x)>	4wHÁ6Ò D(z0, r) a�;c"k ���:? �ûB��̧

F (z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n, z ∈ D(z0, r)

T� )ç��·Â6Ò��.
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7£x"î
: ���$� Γü< ëß���t� ·ú§��H "é¶ |z− z0| = rü< &h� z ∈ D(z0, r)\�¦ �¦&ñ


���. Õª�Q���

N∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
=

1
ζ − z0

1−
(

z − z0

ζ − z0

)N+1

1− z − z0

ζ − z0

=
1

ζ − z

[
1−

(
z − z0

ζ − z0

)N+1
]

s�Ù¼�Ð 1pxd��

1
ζ − z

−
N∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
=

1
ζ − z

(
z − z0

ζ − z0

)N+1

�̀¦ %3���H��. ����"f∣∣∣∣∣F (z)−
N∑

n=0

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫
Γ

∣∣∣∣∣ f(ζ)
ζ − z

(
z − z0

ζ − z0

)N+1
∣∣∣∣∣ |dz|

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. s�]j

M1 = max{|f(ζ)| : ζ ∈ Γ}, M2 = min{|ζ − z| : ζ ∈ Γ}

�� ¿º�¦ Γ_� U�́s�\�¦ Ls��� ¿º���∣∣∣∣∣F (z)−
N∑

n=0

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

· M1

M2
·
(
|z − z0|

r

)N+1

· L

s���. Õª���X<
|z − z0|

r
< 1s�Ù¼�Ð "é¶���H "4�/åLÃº���>h\�¦ %3���H��. �

s�]j (5)\�_��#�&ñ
_��)a�<ÊÃº F (z)��"4�/åLÃºg1J�Ð������Ù¼�Ð,s�

��H &ñ
o� 3.3.1\� _����� C \Γ_� �̧��H &h�\�"f p�ì�r��0px�<ÊÃºs���. :£¤y�,

F (z)��H ô�Ç\O�s� p�ì�r��0px� 9 Õª n-���P: �̧�<ÊÃº�� 3.3]X�_� 1pxd�� (11)

\� _��#�

F (n)(z0) =
n!
2πi

∫
Γ

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ, n = 0, 1, 2, . . .
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Ü¼�Ð ÅÒ#Q�����.

s�]j �<ÊÃº f(z)�� &h� z = z0\�"f K�$3�&h�s��� ���. Õª�Q��� &ñ
_�\�

_��#� �<ÊÃº f(z)��H &h�]X�ô�Ç \P��2;"é¶óøÍ D(z0, R) 0A\�"f K�$3��<ÊÃºs���.

s�]j r ∈ (0, R) �̀¦ ��� ú̧��¦ "é¶ |z − z0| = r\� @/�#� �ïr� &h�ì�r&ñ
o�

ü< &ñ
o� 4.3.2\�¦ &h�6 x���� �<ÊÃº f(z)��H "4�/åLÃº g1J�Ð æ¼#�|9� Ãº e��6£§�̀¦

·ú�>� ÷&�¦, Õª n-���P: p�ì�r>�Ãº��

f (n)(z0) =
n!
2πi

∫
|z−z0|=r

f(z)
(z − z0)n+1

dz, n = 0, 1, 2, . . . (6)

Ü¼�Ð ÅÒ#Qt���HX<, s� %i�r� �ØS� +8�(Ûoð����̧s��� ÂÒ�Ér��. :£¤y�, K�$3��<ÊÃº

��H ô�Ç\O�s� p�ì�r��0px���. :£¤y� %ò
%i� 0A\�"f p�ì�r��0pxô�Ç �<ÊÃº��H ��1lx&h�

Ü¼�Ðô�Ç\O�s�p�ì�r��0pxô�ÇX<,s���Hz�́�<ÊÃº\�"f��H���)���z�́s���m���.��

��"f, 4�¤�è�<ÊÃº\�"f��H C1-�<ÊÃº, C∞-�<ÊÃº����H 6 x#Q�� Áº_�p����.

|ºM� 2. &h�ì�r°úכ

∫
|z|=2

z3 + 2z − 3
(z − i)2

dz\�¦ ½̈��9��� f(z) = z3 + 2z − 3

�� ¿º�¦ /BNd�� (6) �̀¦ &h�6 x�#�∫
|z|=2

z3 + 2z − 3
(z − i)2

dz = 2πif ′(i) = −2πi

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. �

'Ö<<K 4.3.2. ��6£§ &h�ì�r°ú̀�כ¦ ½̈�#���.

(��)

∫
|z|=1

z4

(z − 2)3
dz (��)

∫
|z|=3

z4

(z − 2)3
dz

(��)

∫
|z|=3

ez sin z

(z − 2)3
dz

t��FK��t� ¶ú�(R�:r ��\� _����� ÅÒ#Q��� �<ÊÃº�� #QÖ¼ &h� ��H~½Ó\�"f p�

ì�r��0px�����H ú́�õ� "4�/åLÃº���>h�� ��0px�����H ú́��Ér ��z�́�©� 1lxu�e���̀¦

·ú���¤��.��z�́ ���5Åq�<ÊÃº\�@/K�"f��Ht��FK��t�/BNÂÒô�Ç�ïr�–½̈ØÔ��&ñ
o�

_� %i��̧ $í
wn�½+É ÷�r ��m���, �ïr� &h�ì�r/BNd��\� _��#� &ñ
_��)a �<ÊÃº�̧ {©�

���y� K�$3��<ÊÃºs���. s�\�¦ �̂>�&h�Ü¼�Ð &ñ
o����.
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XNËP� 4.3.3. ·ÿ�)Ö<a:@�lB*å�*9� Ω a�;c"k +ä�q�ùÚH a:@ö¶;�ÈÕ¬£ f(z);c 60�#l

���:?ª�< ò6BV�T���.(3)

(��) �ÈÕ¬£ f(z)�� Ω a�;c"k Q�(Ûo���ûB���.

(��) ��»q�q� ��̧��~��0ïF R ⊂ Ω;c 60�#l
∫

∂R

f(z)dz = 0T���.

(��) Q�(Ûo���ûB �ÈÕ¬£ F �� +í<<��#l F ′ = f T���.

(��) ��»q�q� 4wHÁ6Ò D(z0, r) ⊂ Ω;c 60�#l �ûB��̧

f(z) =
1

2πi

∫
|z−z0|=r

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ D(z0, r)

T� )ç��·Â6Ò��.

(��) ��»q�q� 4wHÁ6Ò D(z0, r) ⊂ Ω;c 60�#l

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n, z ∈ D(z0, r)

T� )ç��·�¤�< a0, a1, a2, . . . Ãç> �m�Ãç> ¬£ �����.

���$� (��) =⇒ (��) =⇒ (��)��H �ïr� &h�ì�r/BNd��õ� &ñ
o� 4.3.2\�"f �7H

_�ô�Ç �� e��Ü¼ 9 (��) =⇒ (��)��H ���Ð &ñ
o� 3.3.1s���. ����"f, (��),

(��), (��)�� "f�Ð 1lxu�s���. s�]j (��) =⇒ (��) =⇒ (��)��H t�èß� 4.2

]X�_� �ïr�–½̈ÀÒ�� &ñ
o�, &ñ
o� 4.2.2 1px\�"f s�p� �7H_��%i���. ô�Ç¼#� (��)

\�¦ ��&ñ
���� F �� p�ì�r��0px�<ÊÃºs��¦ ~½Ó�FK 7£x"î
ô�Ç (��) =⇒ (��)ü< &ñ


o� 4.3.2\� _��#� f = F ′ �̧ Ω 0A\�"f p�ì�r��0px���. s� &ñ
o�_� (��)

\�"f >�Ãº��H Óüt�:r p�ì�r>�Ãºü< &h�ì�r/BNd�� ¿º ��t�

an =
1
n!

f (n)(z0) =
1

2πi

∫
|z−z0|=r

f(z)
(z − z0)n+1

dz, n = 0, 1, 2, . . .

(7)

�Ð ³ð�&³½+É Ãº e����. &ñ
o� 4.3.3 (��)��H éß�í�H������%ò
%i� 0A\�"f &ñ
_��)a K�

$3��<ÊÃº f(z)\�¦&h�ì�r½+ÉM:,Õª°úכ�Ér/BG���_�r����&h� z0ü< z1\�_��#����

(3) �ïr�–½̈ÀÒ�� &ñ
o�_� %i���� (��) =⇒ (��)��H �Ð:�x �̧YU�� &ñ
o��� ÂÒ�Ér��.

Giacinto Morera (1856∼1909), s�»1Ïo��� Ãº�<Æ��, Óüto��<Æ��.



4.3. �ïr� &h�ì�r/BNd��õ� "4�/åLÃº 87

&ñ
H�d�̀¦ ú́�K� ÅÒ��HX<, Õª ���&h�ì�r_� °ú̀�כ¦ ·ú¡Ü¼�Ð∫ z1

z0

f(z)dz

�Ð ��H��.

&ñ
o� 4.3.3_� (��)��H K�$3��<ÊÃº�� �̧��H &h� ��H~½Ó\�"f ²DG�è&h�Ü¼�Ð "4�

/åLÃº�Ð³ð�&³H�d�̀¦ ú́�K�ï�r��.s�]j,"4�/åLÃº\��'aô�Ç&ñ
o� 3.3.3 �̀¦��r�Òqt

y��K� �Ð��. %ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)ü< %ò
%i�_� ô�Ç &h� z ∈ Ω

@/�#� ��6£§ [j "î
]j

(�½Ó1) z�Ð Ãº§4����H Ãº\P� 〈ζn〉 �̀¦ Ω \ {z} îß�\�"f ú̧���

f(ζ1) = f(ζ2) = · · · = f(ζn) = · · · = 0

s� ÷&�̧2�¤ ½+É Ãº e����,

(�½Ó2) e��_�_� \P��2;"é¶óøÍ D = D(z, r) ⊂ Ω\� @/�#� f |D ≡ 0s���,

(�½Ó3) &h�]X�ô�Ç \P��2;"é¶óøÍ D = D(z, r) ⊂ Ω\� @/�#� f |D ≡ 0s���

\�¦Òqty�����.&ñ
o� 3.3.3�Ér (�½Ó1) =⇒ (�½Ó2)��$í
wn�ô�Ç����H�s���.Óüt�:r	כ

(�½Ó2) =⇒ (�½Ó3) =⇒ (�½Ó1)�Ér {©�����l� M:ë�H\� s� [j "î
]j��H �̧¿º 1lxu�

�� �)a��. ¢̧ô�Ç, "î
]j (�½Ó1)�Ér ��6£§

(�½Ó4) e��_�_� ½̈"í
Ýüt�2; "é¶óøÍ D′ = D(z, r) \ {z} îß�\�"f f(ζ) = 0���

ζ ∈ D′
\�¦ ¹1Ô�̀¦ Ãº e����.

õ� °ú s� ��Ë̈#Q jþt Ãº e����. z�́]j�Ð, ζn → zs���� %�6£§ Ä»ô�Ç>h\�¦ ]jü@

ô�Ç ζns� "é¶óøÍ D(z, r)\� [þt#Q��Ù¼�Ð (�½Ó1) =⇒ (�½Ó4)��H {©�������. ëß�

{9� (�½Ó4)�� $í
wn����� y�� �����Ãº n = 1, 2, . . . \� @/�#� f(ζn) = 0���

ζn ∈ D(z,
1
n

) \ {z}\�¦ ú̧�Ü¼��� (�½Ó1)\�"f ̈½¹כ���H $í
|9��̀¦ ëß�7á¤�>� �)a

��. s�]j 1lxu���� 0A �̧|	�[þt�̀¦ ëß�7á¤���H &h� z ∈ Ω[þt_� |9�½+Ë�̀¦ A�� �

��. ëß�{9� (�½Ó4)_� ÂÒ&ñ
��� ��6£§ "î
]j
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• &h�]X�ô�Ç ½̈"í
Ýüt�2; \P��2;"é¶óøÍ D′ = D(z, r) \ {z} ⊂ Ω\� @/�#�

f |D′ 6= 0s���

\�¦ ëß�7á¤���H z ∈ Ω[þt_� |9�½+Ë�̀¦ B�� ���� %ò
%i� Ω��H {©����y� Aü< B�Ð

��*'#Q�����. 7£¤, Ω = A ∪Bs��¦ A ∩B = ∅s���.

%ò
%i� Ω_� &h�[þt�Ð s�ÀÒ#Q��� Ãº\P� 〈ζn〉s� Ω_� ô�Ç &h� z�Ð Ãº§4�ô�Ç��

�¦ ��&ñ
����, 0A �7H_��ÐÂÒ'� ��6£§

ζ1, ζ2, · · · ∈ A =⇒ z ∈ A, ζ1, ζ2, · · · ∈ B =⇒ z ∈ B (8)

s� $í
wn��<Ê�̀¦ ~1�>� ·ú� Ãº e����. s�]j �<ÊÃº h : Ω → R\�¦ ��6£§

h(z) =

{
1, z ∈ A

0, z ∈ B

õ�°ú s�&ñ
_����� (8)\�_��#����5Åqs���.Õª���X<, Aü< B �̧¿º/BN|9�½+Ë

s� ��m���� %ò
%i� Ω_� �̧��H &h�[þts� /BG���\� _��#� ������÷&Ù¼�Ð �<ÊÃº h��

���5Åq{9� Ãº \O���. ���²DG Aü< B ×�æ �����H /BN|9�½+Ës�#Q�� ���HX<, t��FK��

t� �7H_�ô�Ç ��\�¦ �<ÊÃº f(z) − g(z)\� &h�6 x���� ��6£§ &ñ
o�\�¦ %3���H��. s�

&ñ
o�\�"f��H A 6= ∅s��� ��&ñ
���� B = ∅, 7£¤ A = Ωe���̀¦ ú́���¦ e����.

XNËP� 4.3.4. (�½Ó1px&ñ
o�) *å�*9� Ω ¼ÿ�q� ¬£�~x 〈zm〉T� z0 ∈ Ω}¹ ¬£&9��z�

(·ÿ�, zm 6= z0), Ω;c"k+ä�q�ùÚHAI)o��ÈÕ¬£ f(z)ã# g(z)��®£#e$p�����.¹ÿ�

G�B ~�� m = 1, 2, . . . ;c 60�#l f(zm) = g(zm)T��̂@, f(z) = g(z)T���.

s� &ñ
o��� >pw���H ����H K�$3��<ÊÃº_� �â
Äº �FGy� ����Ér |9�½+Ë\�"f_� '��

1lxs� ����̂ %ò
%i�\�"f_� '��1lx�̀¦ ���&ñ
ô�Ç����H �.���s	כ

'Ö<<K 4.3.3. %ò
%i� Ω_� &h�[þt�Ð s�ÀÒ#Q��� Ãº\P� 〈ζn〉s� Ω_� ô�Ç &h� z�Ð Ãº§4�
ô�Ç���¦ ½+É M:, (8)s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.

�<ÊÃº f(z) =
∞∑

n=0

an(z− z0)n�� %ò
%i� Ω 0A\�"f K�$3��<ÊÃº�� ���. Õª

�Q��� Õª "é¶r��<ÊÃº F (z)_� "4�/åLÃº��H

F (z) = F (z0)+a0(z−z0)+
a1

2
(z−z0)2+ · · ·+ an−1

n
(z−z0)n + · · · (9)
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�Ð ÅÒ#Q�����. s�\�¦ �Ðs��9��� �ª�����̀¦ p�ì�r��¦ &ñ
o� 3.2.3 �̀¦ &h�6 x����

�)a��.

'Ö<<K 4.3.4. 1pxd�� (9)\�¦ 7£x"î
�#���.

|ºM� 3. �<ÊÃº f(z) = sin2 z_� "4�/åLÃº���>h\�¦ ½̈K� �Ð��. Äº���

f ′(z) = 2 sin z cos z = sin 2z

= 2z − 1
3!

(2z)3 + · · ·+ (−1)n−1

(2n− 1)!
(2z)2n−1 + · · ·

s�Ù¼�Ð

sin2 z =
2
2!

z2 − 23

4!
z4 + · · ·+ (−1)n−122n−1

(2n)!
z2n + · · ·

�̀¦ %3���H��. Óüt�:r &ñ
o� 2.2.4\�¦ s�6 x�#� >�íß�½+É Ãº�̧ e����. �

'Ö<<K 4.3.5. &ñ
o� 2.2.4\�¦ s�6 x�#� f(z) = sin2 z_� "4�/åLÃº���>h\�¦ ½̈�
#���.

|ºM� 4. ì�rÃº�<ÊÃº f(z) =
1

z − 1
\�¦ z = i\�"f "4�/åLÃº�Ð ���>h�#� �Ð

��. Äº��� s� "4�/åLÃº_� Ãº§4�ìøÍ�â
�Ér ¿º &h� 1õ� i_� ��o����
√

2s���. ô�Ç

��t� ~½ÓZO��Ér t�èß� 3.3]X�_� (11) �̀¦ s�6 x���H �.���s	כ s� �â
Äº, s�p� �<Ê

Ãº f(z)�� \P��2;"é¶óøÍ D(i,
√

2) 0A\�"f K�$3��<ÊÃºe���̀¦ ·ú��¦ e��Ü¼Ù¼�Ð 3.3

]X�_� 1pxd�� (12)�� ��1lx&h�Ü¼�Ð $í
wn�ô�Ç��. z�́�<ÊÃº_� �â
Äº C∞-�<ÊÃºe��\�

�̧ Ô�¦½̈��¦ 3.3]X�_� 1pxd�� (12)�� $í
wn��t� ·ú§��H �â
Äº�� e����H ��õ	כ q�

�§÷&��H &h�s���.

¿º ���P: ~½ÓZO��Ér 1pxq�/åLÃº\�¦ s�6 x���H �.���s	כ ÅÒ#Q��� �<ÊÃº\�¦ 1pxq�

/åLÃº_� ½+ËÜ¼�Ð �Ðs��̧2�¤ ���+þA����

1
z − 1

=
1

(i− 1) + (z − i)
=

1
i− 1

· −1

1− z − i

1− i

s� �)a��. ����"f,
∣∣∣∣z − i

1− i

∣∣∣∣ < 1s���� 1pxd��

1
z − 1

=
∞∑

n=0

−1
(1− i)n+1

(z − i)n, |z − i| <
√

2
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�̀¦ %3���H��. s���� �â
Äº\���H 1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀¦ s�p� ·ú��¦ e��Ü¼Ù¼�Ð, &ñ
o�

3.3.2\�_��#�s�/åLÃº�����ÐÄºo���¹1Ô��H"4�/åLÃºe���̀¦·ú�Ãºe����. �

'Ö<<K 4.3.6. �Ðl� 4\�"f ]jr�ô�Ç 'Í	���P: ~½ÓZO�Ü¼�Ð �<ÊÃº f(z) =
1

z − 1
\�¦

z = i\�"f "4�/åLÃº�Ð ���>h�#���.

'Ö<<K 4.3.7. �<ÊÃº f(z) =
1

z2 + 1
�̀¦ ��6£§\� ÅÒ#Q��� &h�\�"f "4�/åLÃº�Ð ���>h�

�¦ Ãº§4�ìøÍ�â
�̀¦ ½̈�#���.

(��) z = 0 (��) z = 1 (��) z = 3

4.4. �ók� �\�&Pכ��»ÐÏ��+ £� £� 

K�$3��<ÊÃº f(z)�� ëß�{9� "é¶ |z − z0| = r 0A\�"f |f(z)| ≤ M s����, �ï

r� &h�ì�r/BNd�� (6)\� _��#� ÂÒ1pxd��

|f (n)(z0)| ≤
n!
2π

∫
C

∣∣∣∣ f(z)
(z − z0)n+1

∣∣∣∣ |dz|

≤ n!
2π

· M

rn+1
· 2πr =

n!M
rn

(10)

�̀¦ %3���HX<, s�\�¦ �ØS� «»�ûB��̧s��� ô�Ç��.

s� ÂÒ1pxd��_� 'Í	 6£x6 xÜ¼�Ð"f o�Äºq�Ä» &ñ
o�\�¦ �è>h���HX<, 4�¤�èî̈


��� ����̂\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº��H Ä»>��<ÊÃº�� |̈c Ãº \O�����H �.���s	כ #�

l�"f Óüt�:r �©�Ãº�<ÊÃº��H ]jü@ô�Ç��. z�́�<ÊÃº_� �â
Äº, ���y���<ÊÃº 1px R ����̂

\�"f &ñ
_��)a Ä»>� K�$3��<ÊÃº�� ú́§6£§�̀¦ Òqty������ B�Äº Z�t��î�r &ñ
o�s���.

XNËP� 4.4.1. (o�Äºq�Ä»(4)) õi;�Ðè��̂@ b9	=i;c"k +ä�q�ùÚH ¤4� AI)o��ÈÕ¬£

¤�< �ç¡¬£�ÈÕ¬£T���.

(4) Joseph Liouville (1809∼1882), áÔ|½ÓÛ¼ Ãº�<Æ��. École Polytechnique\�"f /BNÂÒ�
�¦, °ú �Ér @/�<Æõ� Collège de France\�"f �Ö̧1lx�%i���.
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ëß�{9�4�¤�èî̈
���0A\�"f |f(z)| ≤ M s������,"é¶ |z− z0| = r 0A\�"f�ï

r� ÂÒ1pxd���̀¦ &h�6 x�#�

|f ′(z0)| ≤
M

r

s� $í
wn�ô�Ç��. Õª���X< s� ÂÒ1pxd��s� e��_�_� �ª�Ãº r > 0\� @/�#� $í
wn��

Ù¼�Ð f ′(z0) = 0s���. #�l�"f z0��H e��_�_� 4�¤�èÃº%i�Ü¼Ù¼�Ð f(z)_� �̧

�<ÊÃº��H 0e���̀¦ ·ú� Ãº e���¦, &ñ
o� 3.2.3 �̀¦ &h�6 x���� f(z)�� �©�Ãº�<ÊÃºe��

�̀¦ ·ú� Ãº e����.

&ñ
o� 3.2.3 �̀¦ &h�6 x�t� ·ú§�¦ f(z)_� "4�/åLÃº���>h\�¦ s�6 x�#� 7£x"î


½+É Ãº�̧ e����. s� �â
Äº, �ïr� ÂÒ1pxd��\� _��#�∣∣∣∣f (n)(0)
n!

∣∣∣∣ ≤ M

rn

s� e��_�_� �ª�Ãº r > 0õ� �����Ãº n = 1, 2, . . . \� @/�#� $í
wn�ô�Ç��. ����

"f, f(z)_�"4�/åLÃº���>h
∑

n anzn\�"f an =
f (n)(0)

n!
= 0s��¦ f(z) = a0

s���.

o�Äºq�Ä» &ñ
o���H �ïr� ÂÒ1pxd���̀¦ æ¼t� ·ú§�¦ �ïr� &h�ì�r/BNd��\�"f ��

�Ð 7£x"î
½+É Ãº�̧ e����. ���$� z ∈ C\�¦ �¦&ñ
��¦ r > |z|s����

f(z)− f(0) =
1

2πi

∫
|ζ|=r

(
1

ζ − z
− 1

ζ

)
f(ζ)dζ

=
z

2πi

∫
|ζ|=r

f(ζ)
(ζ − z)ζ

dζ

\�¦ %3���H��. ëß�{9� r > 2|z|s���� "é¶ |ζ| = r 0A\�"f |(ζ − z)ζ| ≥ r2s�Ù¼�Ð

|f(z)− f(0)| ≤ |z|
2π

· M

r2
· 2πr =

M |z|
r

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ����"f, f(z) = f(0)s���.

o�Äºq�Ä» &ñ
o�\�¦ ��6 x�#� 60¬£�ÈÑq� M�(è<+ä�P�\�¦ 7£x"î
½+É Ãº e����.

s� &ñ
o���H e��_�_� 4�¤�è���½Ód��s� ��H�̀¦ ���������H �.���s	כ ëß�{9� 4�¤�è���½Ó
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d�� p(z)�� ��H�̀¦ ��t�t� ·ú§��H���¦ ��&ñ
���� q(z) =
1

p(z)
�� 4�¤�èî̈
��� ���

�̂\�"f K�$3��<ÊÃºs���. ëß�{9� p(z) = a0 + a1z + · · ·+ anzns������

|p(z)| =
∣∣∣zn
(a0

zn
+

a1

zn−1
+ · · ·+ an

)∣∣∣
≤ |z|n

(
|a0|
|z|n

+
|a1|
|z|n−1

+ · · ·+ |an|
)

s�Ù¼�Ð

lim
|z|→∞

|p(z)| = ∞

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ����"f lim
|z|→∞

q(z) = 0���X<, q(z)�� ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð

4�¤�èî̈
��� ����̂\�"f Ä»>��<ÊÃº�� �)a��. ����"f o�Äºq�Ä» &ñ
o�\� _��#�

q(z)�� �©�Ãº�<ÊÃºs��¦, ����"f p(z) �̧ �©�Ãº�<ÊÃº���X< s���H �̧í�Hs���.

'Ö<<K 4.4.1. ���½Ód���<ÊÃº\� _�ô�Ç 4�¤�èî̈
���_� �©��Ér 4�¤�èî̈
��� ����̂�� H�d�̀¦ �Ð
#���.

�ïr� &h�ì�r/BNd�� (6)\�"f, n = 0��� �â
Äº "é¶�̀¦ z(t) = z0 + reiθ�Ð B�

>h�o���� 1pxd��

f(z0) =
1

2πi

∫ π

−π

f(z0 + reiθ)
reiθ

ireiθdθ =
1
2π

∫ π

−π

f(z0 + reiθ)dθ (11)

�̀¦ %3���HX<, s�\�¦ ��£Ã� è�#Ò	ìḿ+ä�P��� ÂÒ�Ér��. s� d��_� Äº����Ér "é¶ 0A\�

"f �<ÊÃº°ú̀�כ¦ î̈
ç�Hô�Ç �,¦��s	כ ýa����Ér "é¶ ×�æd��\�"f �<ÊÃº°úכs���. s��ÐÂÒ

'� ��6£§ ÂÒ1pxd��

|f(z0)| ≤
1
2π

∫ π

−π

|f(z0 + reiθ)|dθ ≤ max{|f(z)| : |z − z0| = r} (12)

�̀¦ %3���H��. ��6£§ &ñ
o���H s� ÂÒ1pxd��_� çß�éß�ô�Ç 6£x6 xs���.

XNËP� 4.4.2. 4wHÁ6Ò D = D(z0, r)Ãç> �Ô�ÈÕ�¤�< *å�*9� Ω a�;c"k +ä�q�ùÚH AI

)o��ÈÕ¬£ f(z)�� ���:? «»�ûB��̧

|f(z0)| < min{|f(z)| : |z − z0| = r}

Ãç> ¹ÿ�ø¶;��̂@ f(z)ª�< �~x)>	4wHÁ6Ò D = D(z0, r) ¼ÿ�;c"k £Ó	Ãç> ��.>	��.
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7£x"î
: Äº���e��_�_� z ∈ ∂D\�@/�#� |f(z)| > 0s���.ëß�{9��<ÊÃº f(z)��

\P��2;"é¶óøÍ D îß�\�"f��H�̀¦��t�t�·ú§��H�����,"é¶óøÍ D îß�\�"f�̧��H�̀¦��t�

t�·ú§Ü¼ 9,�<ÊÃº f _����5Åq$í
\�_��#�&h�]X�ô�Ç\P��2;"é¶óøÍD(z0, r+ε) ⊂ Ω

îß�\�"f�̧ K�\�¦��t�t�·ú§��H��.����"f,�<ÊÃº g(z) =
1

f(z)
��H D(z0, r+ε)

0A\�"f K�$3��<ÊÃºs��¦, ÂÒ1pxd�� (12)\� _��#�

1
|f(z0)|

= |g(z0)| ≤ max
z∈∂D

|g(z)| = max
z∈∂D

1
|f(z)|

=
1

min
z∈∂D

|f(z)|

s���. 7£¤, |f(z0)| ≥ min{|f(z)| : |z − z0| = r}s� ÷&#Q �̧í�Hs���. �

s�]j,�½Ó1px&ñ
o�_�_�p�\�¦��r�ô�Ç���Òqty��K��Ð��.s�&ñ
o�\�_�����

�©�Ãº�<ÊÃº�������K�$3��<ÊÃº f ��ÅÒ#Q&���̀¦M:,&ñ
_�%i�?/ÂÒ_�ô�Ç&h�Ü¼�Ð

Ãº§4����H Ãº\P�_� �©��Ér ����ï ô�Ç &h�{9� Ãº \O�����H �.���s	כ Óüt�:r \P��2;"é¶óøÍ

s���%ò
%i�_��©��Ér�8�8¹¡¤ô�Ç&h�{9�Ãº\O���.&ñ
o� 3.2.4��H�©�Ãº�<ÊÃº����

��� K�$3��<ÊÃº_� �©�s� "é¶_� {9�ÂÒì�rs� |̈c Ãº \O��̀¦ ú́�K� ï�r��. s��Qô�Ç &ñ
o�

[þt�Ér �̧¿º K�$3��<ÊÃº\� _�ô�Ç %ò
%i�_� �©�s� ‘�©�{©�y�’ 	�H |9�½+Ës�#Q�� �<Ê�̀¦

ú́���¦ e����. %ò
%i��̀¦ &ñ
_�½+É M: ���̧��H $í
|9� (%ò
1) �̀¦ ëß�7á¤���H |9�½+Ë�̀¦

�~x)>	�·���Ösכ� ô�Ç��.

XNËP� 4.4.3. (\P��2;���©�&ñ
o�) *å�*9� Ω;c"k +ä�q�ùÚH AI)o��ÈÕ¬£ f(z)�� �ç¡

¬£�ÈÕ¬£�� ��N��̂@, �~x)>	�·Öכ� U ⊂ Ωq� �ç¡

f(U) = {f(z) : z ∈ U}

|¡ �~x)>	�·.���ÖTכ�

7£x"î
: &h� z0 ∈ U \�¦ ú̧�Ü¼��� �½Ó1px&ñ
o�_� 7£x"î
\�"f �Ð1pws�

z ∈ D(z0, r) \ {z0} =⇒ f(z) 6= f(z0)

\�¦ ëß�7á¤���H \P��2;"é¶óøÍ D = D(z0, r) ⊂ Ω �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. #�l�"f U ��

\P��2;|9�½+Ës�Ù¼�Ð r > 0 �̀¦ Ø�æì�ry� ���>� ���� D ⊂ U s���. Õª�Q���

ε =
1
2

min{|f(z)− f(z0)| : z ∈ ∂D} > 0



94 ]j 4 �©� �ïr� &h�ì�r/BNd��

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. s�]j D(f(z0), ε) ⊂ f(D) �̀¦ �Ðs���� f(D) ⊂ f(U)s�

Ù¼�Ð f(U)�� (%ò
1) �̀¦ ëß�7á¤�<Ês� 7£x"î
�)a��.

s�]j w0 ∈ D(f(z0), ε)s��� ��&ñ
���� |w0− f(z0)| < εs���. Õª���X<,

w0 ∈ f(D)\�¦ �Ð�������H ��Ér	כ f(z) = w0\�¦ ëß�7á¤���H z ∈ D\�¦ ¹1ÔÜ¼��

��H ú́�õ� ��ðøÍ��t�s��¦, s���H g(z) = f(z) − w0_� ��H�̀¦ D îß�\�"f ¹1ÔÜ¼

����H ú́�õ�°ú Ü¼Ù¼�Ð&ñ
o� 4.4.2\�¦&h�6 x��9ô�Ç��.ëß�{9� |w0− f(z0)| < ε

s����, e��_�_� z ∈ ∂D\� @/�#�

|g(z)| = |f(z)− w0| ≥ |f(z)− f(z0)| − |w0 − f(z0)|

> 2ε− ε = ε > |g(z0)|

s���. ����"f,

|g(z0)| < min{|g(z)| : z ∈ ∂D}

s�Ù¼�Ð &ñ
o� 4.4.2�� &h�6 x�)a��. �

'Ö<<K 4.4.2. \P��2;���©�&ñ
o�\�¦ s�6 x�#� &ñ
o� 3.2.4\�¦ 7£x"î
�#���.

ëß�{9� Ω�� %ò
%i�s���� |9�½+Ë f(Ω)�� #Q�"� ~½Ód��Ü¼�Ð (%ò
2)\�¦ ëß�7á¤���H

t� ¶ú�(R�Ð��. ëß�{9� f(Ω)_� ¿º &h� f(z0)ü< f(z1)s� ÅÒ#Qt���� ���$� z0õ�

z1 �̀¦ e±	��H /BG��� Γ : [a, b] → Ω\�¦ ú̧���H��. Õª�Q��� f ◦ Γ : [a, b] → f(Ω)

��H f(z0)ü< f(z1) �̀¦e±	��H/BG���s��)a��.s�/BG���0A_�y��&h�\�"f��HÕª&h�

�̀¦ ×�æd��Ü¼�Ð ���H "é¶óøÍ�̀¦ f(Ω) îß�\� V,��̀¦ Ãº e��Ü¼Ù¼�Ð s� /BG����̀¦ Ãºî̈


���õ� Ãºf�����Ü¼�Ð ���+þA�#� ¿º &h��̀¦ ������½+É Ãº e����. ���²DG e��_�_� K�$3�

�<ÊÃº��H %ò
%i��̀¦ %ò
%i�Ü¼�Ð �Ð?/~���� ��m���� ô�Ç &h�Ü¼�Ð �Ð�·p��. z�́K�$3��<Ê

Ãº\�"f��H f(x) = sin x\�"f �Ð1pws� \P��2;|9�½+Ë (−2π, 2π)_� �©� [−1, 1]�Ér

\P��2;|9�½+Ës� ��m���.

'Ö<<K 4.4.3. ëß�{9� K�$3��<ÊÃº f(z)_� z�́ÃºÂÒ Re f(z)�� �©�Ãº�<ÊÃºs���� f(z)
�̧ �©�Ãº�<ÊÃºe���̀¦ �Ð#���.

%ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)\� @/�#� z�́�<ÊÃº

z 7→ |f(z)| : Ω → R
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\�¦ Òqty�����. s� �<ÊÃº�� z = z0\�"f �FG@/°ú̀�כ¦ ���������� &h�]X�ô�Ç \P��2;

"é¶óøÍ D = D(z0, r) 0A\�"f s� �<ÊÃº��H þj@/°ú̀�כ¦ �������. Õª�Q��� f(D)

��H "é¶óøÍ D(0, |f(z0)|) îß�\� [þt#Q���� ���HX< s�XO�>� ÷&��� &h� f(z0)\�¦

×�æd��Ü¼�Ð "é¶óøÍ�̀¦ ��Áºo� ���>� ú̧����̧ f(D)îß�\� [þt#Q°ú� Ãº \O���. 7£¤,

f(D)�� \P��2;|9�½+Ës� ��m�Ù¼�Ð \P��2;���©�&ñ
o�\� _��#� f(z)��H �©�Ãº�<Ê

Ãºs���. ����"f, �©�Ãº�<ÊÃº�� ����� K�$3��<ÊÃº_� ]X�@/°úכ�Ér �FG@/°ú̀�כ¦ ��|9�

Ãº \O���. s��ÐÂÒ'� ��6£§ &ñ
o�\�¦ %3���H��.

�
�

�
�

�
���

��r
ppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

XNËP� 4.4.4. (þj@/]X�@/°úכ&ñ
o�)�ÈÕ¬£ f(z)��¤4�*å�*9� Ω;c"kAI)o�+8�T�

z� �·Öכ� Ω = Ω ∪ ∂Ω;c"k a:@ö¶;T��̂@, ���:?

max{|f(z)| : z ∈ Ω} = max{|f(z)| : z ∈ ∂Ω}

T� )ç��·Â6Ò��.

þj@/]X�@/°úכ&ñ
o���H \P��2;���©�&ñ
o�\�¦ ��6 x�t� ·ú§�¦ ��ÄºÛ¼ î̈
ç�H°úכ

&ñ
o�ü< &ñ
o� 3.2.4\�¦ s�6 x�#� 7£x"î
½+É Ãº�̧ e����. ëß�{9� K�$3��<ÊÃº f(z)

�� z0 ∈ Ω\�"f �FG@/°ú̀�כ¦ ��������¦ ��&ñ
���. Õª�Q��� &h�]X�ô�Ç "é¶óøÍ

D(z0, r) ⊂ Ω 0A\�"f ��6£§

z ∈ D(z0, r) =⇒ |f(z)| ≤ |f(z0)|

s� $í
wn�ô�Ç��. ����"f, 0 < ρ < rs���� ÂÒ1pxd�� (12)�ÐÂÒ'�

|f(z0)| ≤
1
2π

∫ π

−π

|f(z0 + ρeiθ)|dθ ≤ |f(z0)|
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\�¦ %3��¦,∫ π

−π

(
|f(z0)| − |f(z0 + ρeiθ)|

)
dθ = 0, |f(z0)| − |f(z0 + ρeiθ)| ≥ 0

s� $í
wn��<Ê�̀¦ ·ú� Ãº e����. Õª���X< θ 7→ |f(z0)| − |f(z0 + ρeiθ)|s� ���5Åq�<Ê
Ãºs�Ù¼�Ð

|f(z0)| − |f(z0 + ρeiθ)| = 0, θ ∈ [−π, π], 0 < ρ < r

s� $í
wn�ô�Ç��. 7£¤, �<ÊÃº z 7→ |f(z)|�� \P��2;"é¶óøÍ D(z0, r) 0A\�"f �©�Ãº�<Ê

Ãºs�Ù¼�Ð &ñ
o� 3.2.4\� _��#� f(z)�� \P��2;"é¶óøÍ 0A\�"f �©�Ãº�<ÊÃºs��¦

�½Ó1px&ñ
o�\�¦ &h�6 x���� %ò
%i� Ω\�"f �©�Ãº�<ÊÃº�� �)a��.

'Ö<<K 4.4.4. K�$3��<ÊÃº_� ]X�@/°úכ f(z)�� z = z0\�"f �FG�è°ú̀�כ¦ ��t����

f(z0) = 0s����� f ��H �©�Ãº�<ÊÃºe���̀¦ 7£x"î
�#���.

'Ö<<K 4.4.5. �<ÊÃº z 7→ |z2(z− 1)2|_� �FG&h��̀¦ �̧¿º ¹1Ô�¦, Õª �FG&h�[þts� �FG@/���
t�, �FG�è���t�, îß��©�&h����t� óøÍZ>��#���.

'Ö<<K 4.4.6. %ò
%i�
{

z : −π

2
< Im z <

π

2

}
0A\�"f �<ÊÃº |eez

|_� °úכs� ô�Ç\O�s�
&�f���̀¦ �Ð#���. %ò
%i�_� �â
>� 0A\�"f s� �<ÊÃº_� °úכs� #Qb�G>� ������Ht� ¶ú�(R�Ð
����.

4.5. ¥o>¢æ¹%K�V�

4.5.1. ��6£§ /BG����̀¦ ����"f &h�ì�r°úכ
∫

Γ

zdz �̀¦ ½̈�#���.

(��) Γ(t) = eit, −π ≤ t ≤ π
(��) Γ(t) = e3it, −π ≤ t ≤ π
(��) Γ(t) = e−it, −π ≤ t ≤ π
(��) Γ(t) = t + it, 0 ≤ t ≤ 2
(��) Γ(t) = eit + 3, 0 ≤ t ≤ π

4.5.2. ��6£§ �<ÊÃº[þt\� @/�#� &h�ì�r°úכ
∫
|z−1|=3

f(z)dz �̀¦ ½̈�#���.

(��) f(z) = z2 + 3 (��) f(z) =
1

z

(��) f(z) =
1

(z + 1)2
(��) f(z) = z +

1

z
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4.5.3. ��6£§ &h�ì�r°ú̀�כ¦ ½̈�#���.

(��)

∫ πi

−πi

e−zdz (��)

∫ π+i

0

eizdz

(��)

∫ 3+i

1

(z2 + 3z − 2)dz

4.5.4. "é¶ C�� ��6£§õ� °ú s� ÅÒ#Q&���̀¦ M:,

∫
C

dz

1 + z2 _� °ú̀�כ¦ ½̈�#���.

(��) |z − i| = 1 (��) |z + i| = 1
(��) |z| = 2 (��) |z − 1| = 2

4.5.5. /BG��� Γ�� ±2 ± 2i\�¦ =�Gt�&h�Ü¼�Ð ���H ��y��+þA{9�M: ��6£§ &h�ì�r°ú̀�כ¦ ½̈
�#���.

(��)

∫
Γ

e−z dz

z − πi

2

(��)

∫
Γ

cos z

z(z2 + 8)
dz

(��)

∫
Γ

z dz

2z + 1
(��)

∫
Γ

tan
z

2
(z − i)2

dz

(��)

∫
Γ

sin z

z4 dz

4.5.6. /BG��� Γ�� ��6£§õ� °ú s� ÅÒ#Q&���̀¦ M:, &h�ì�r

∫
Γ

z

(16− z2)(z + i)
dz_� °úכ

�̀¦ ½̈�#���.

(��) |z| = 2 (��) |z − 4| = 2 (��) |z + 4| = 2

(��) |z| = 1

2
(��) |z| = 5

4.5.7. "é¶&h�\�"f ��6£§ �<ÊÃº[þt_� "4�/åLÃº���>h\�¦ ½̈�#���.

(��) ez sin z (��)
1

cos z
(��) ez+z2

(��) ez/1−z (��)
2z + 1

(z2 + 1)(z + 1)2
(��) cos(z2 − 1)

4.5.8. e��_�_� ���½Ód�� p(z)ü< z0 ∈ Cx9� r > 0\� @/�#� 1pxd��

1

2πi

∫
|z−z0|=r

p(z)dz = r2p′(z0)

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.
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4.5.9. %ò
%i� Ω ⊂ R2\�"f &ñ
_��)a  7�'��©� F : Ω → R2ü< /BG��� Γ : [a, b] → Ω
\� @/�#� 9̀	+8�(Ûo�̀¦ ∫

Γ

F =

∫ b

a

F (Γ(t)) · Γ′(t)dt

�� &ñ
_�ô�Ç��. ëß�{9� F = (P, Q)s��¦ Γ(t) = (x(t), y(t))s����∫
Γ

=

∫ b

a

[P (Γ(t))x′(t) + Q(Γ(t))y′(t)]dt

s�Ù¼�Ð s� &h�ì�r�̀¦

∫
Γ

Pdx + Qdy�Ð ³ðr��l��̧ ô�Ç��. éß�{9��̀/BG��� Γ x9� Õª ?/

ÂÒ A\�¦ �í�<Ê���H %ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a  7�'��©� F = (P, Q)_� ¼#��̧�<ÊÃº[þts� ���
5Åqs���� ��6£§ 1pxd�� ∫

Γ

Pdx + Qdy =

∫∫
A

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

s� $í
wn�ô�Ç��.(5) s�\�¦ s�6 x�#� K�$3��<ÊÃº f(z)_� �̧�<ÊÃº f ′(z)�� ���5Åq{9� M: �ï
r�–½̈ÀÒ�� &ñ
o�\�¦ 7£x"î
�#���.

4.5.10. éß�{9��̀/BG��� Γ x9� Õª ?/ÂÒ A\�¦ �í�<Ê���H %ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<Ê
Ãº f(z)�� éß����<ÊÃº�� ���. Õª�Q��� f \� _�ô�Ç A_� �©� f(A) = {f(x) : x ∈ A}
_� V,�s��� ��6£§ &h�ì�r°úכ

1

2i

∫
Γ

f(z)f ′(z)dz

Ü¼�Ð ÅÒ#Qf���̀¦ �Ð#���.

4.5.11. 4�¤�èÃº z = reiθ (éß�, r > 0, −π < θ < π)\� @/�#� 1ÂÒ'� r��t� ��
��H f������̀¦ Γ1s��� ��¦ rÂÒ'� reiθ��t� Âúª�Ér "é¶ ñ\�¦ ��������H /BG����̀¦ Γ2��

���. s� M:,

Log z =

∫
Γ1+Γ2

1

ζ
dζ

e���̀¦ �Ð#���.

4.5.12. %ò
%i� Ω = C \ {z : Re z = 0, |Im z| ≥ 1} 0A\�"f

arctan z =

∫
[0,z]

1

1 + ζ2
dζ, z ∈ Ω

�� &ñ
_����. #�l�"f [0, z]��H 0\�"f z��t� ����H ���ì�r�̀¦ �����·p��.

(5) s�\�¦ ½�)>	 +ä�P��� ô�Ç��.

George Green (1793∼1841), %ò
²DG Ãº�<Æ��. Ãº�<Æ�̀¦ ��_� 1lq�<ÆÜ¼�Ð /BNÂÒ�%i���.
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(��) s� �<ÊÃº��H ���_þvë�H]j 3.4.12\�"f &ñ
_�ô�Ç "4�/åLÃº

A(z) =

∞∑
n=1

(−1)n 1

2n + 1
z2n+1 = z − 1

3
z3 +

1

5
z5 − · · ·

ü< \P��2;"é¶óøÍ D(0, 1) 0A\�"f {9�u��<Ê�̀¦ �Ð#���. \P��2;"é¶óøÍ D(0, 1)_� �â
>�
&h� z[þt ��î�rX< s� /åLÃº�� Ãº§4����H �¦þt�̀]	כ �̧¿º ¹1Ô����.

(��) ��6£§ 1pxd��

4

π
Re arctan eiθ =

{
1, 0 ≤ |θ| < π/2

−1, π/2 < |θ| ≤ π

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.

4.5.13. %ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)�� e��_�_� z ∈ Ω\� @/�#� ÂÒ1px
d�� |f(z)− 1| < 1\�¦ ëß�7á¤����, e��_�_� {���2³/BG��� Γ ⊂ Ω\� @/�#� 1pxd��∫

Γ

f ′(z)

f(z)
dz = 0

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.

4.5.14. %ò
%i� C \ [0, 1]\� [þt#Q����H e��_�_� {���2³/BG��� Γ\� @/�#�∫
Γ

dz

z(z − 1)
= 0

e���̀¦ �Ð#���.

4.5.15. &h�ì�r°úכ ∫
|z|=1

dz

(z − α)m(z − β)n

�̀¦ ½̈�#���. éß�, |α| < 1 < |β|s���.

4.5.16. \P��2;"é¶óøÍ D(0, r) (éß�, r > 1) 0A\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)�� ÅÒ#Q
4R e����.

(��) ��6£§ ���&h�ì�r ∫
|z|=1

[
2±

(
z +

1

z

)]
f(z)

z
dz

�̀¦ >�íß���¦, s�\�¦ s�6 x�#� ��6£§ 1pxd��

1

π

∫ π

−π

f(eit) cos2
(

t

2

)
dt = f(0) +

1

2
f ′(0)

1

π

∫ π

−π

f(eit) sin2

(
t

2

)
dt = f(0)− 1

2
f ′(0)

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.
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(��) ëß�{9� f(0) = 1s��¦ e��_�_� z ∈ D(0, 1)\� @/�#� Re f(z) ≥ 0s����
−2 ≤ Re f ′(0) ≤ 2e���̀¦ �Ð#���.

4.5.17. ��6£§ ���&h�ì�r ∫
|z|=1

(
z +

1

z

)2n
dz

z

�̀¦ >�íß���¦, s�\�¦ s�6 x�#�∫ π

−π

cos2n θdθ = 2π
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)

e���̀¦ �Ð#���.

4.5.18. éß�0A"é¶ C1 : |z| = 1õ� "é¶ C2 : |z + 1| = εs� ëß�����H ¿º &h� ��î�rX<
Im z < 0 îß�\� [þt#Q����H �¦̀�	כ A�� ¿º�¦ ÕªXO�t� ·ú§�̀¦ �¦̀�	כ B�� ¿º��. &h� A\�
"f Ø�¦µ1Ï�#� "é¶ C1 �̀¦ ����"f r�>�ìøÍ@/~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð B��t� ����H /BG����̀¦ Γεs���

¿º�¦, ��r� B\�"f C2\�¦ ����"f r�>�~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð A��t� ����H /BG����̀¦ γεs��� �

�¦, ��6£§ &h�ì�r°úכ ∫
Γε+γε

Log (1 + z)

iz
dz

�̀¦ Òqty�����.

(��) ��6£§ 1pxd��

lim
ε→0

∫
γε

Log (1 + z)

iz
= 0

�̀¦ 7£x"î
�#���.
(��) ��6£§ 1pxd��∫ 2π

0

log |1 + eiθ|dθ = 0,

∫ π

0

log sin θdθ = −π log 2

�̀¦ 7£x"î
�#���.

4.5.19. %ò
%i� Ω 0A\�"f &ñ
_��)a f(z)ü< g(z)�� f(z)g(z) ≡ 0s����, %ò
%i� Ω 0A
\�"f f(z) ≡ 0 ¢̧��H g(z) ≡ 0e���̀¦ 7£x"î
���.

4.5.20. \P��2;"é¶óøÍ D(0, 1) 0A\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)\� @/�#� ��6£§ [j
$í
|9�

(��) e��_�_� x ∈ R\� @/�#� f(x) ∈ Rs���,
(��) e��_�_� z ∈ D(0, 1)\� @/�#� f(z) = f(z)s���,
(��) �<ÊÃº f(z)\�¦ "é¶&h�\�"f "4�/åLÃº���>h�%i��̀¦ M: �̧��H >�Ãº�� z�́Ãºs���

s� 1lxu�e���̀¦ �Ð#���.
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4.5.21. éß�í�H������%ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)�� f 6= 0s��� ���. Õª
�Q��� eg(z) = f(z)\�¦ ëß�7á¤���H K�$3��<ÊÃº g(z)�� Ω 0A\�"f &ñ
_�H�d�̀¦ �Ð#���.

4.5.22. þj@/]X�@/°úכ&ñ
o�\�¦ s�6 x�#� @/Ãº�<Æ_� l��:r&ñ
o�\�¦ 7£x"î
�#���.

4.5.23. n	� ���½Ód�� p(z)_� ��Hs� c1, c2, · · · , cn�� ���.

(��) ��6£§ 1pxd��

p′(z)

p(z)
=

1

z − c1
+

1

z − c2
+ · · ·+ 1

z − cn
=

n∑
k=1

z − ck

|z − ck|2

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.
(��) ���½Ód�� p′(z)_� ��H�Ér c1, c2 . . . , cn[þt_� �̂¦2�¤���½+ËÜ¼�Ð jþt Ãº e��6£§�̀¦ �Ð#�

��. 7£¤, p′(c) = 0s���� ��6£§ $í
|9�

c =

n∑
k=1

λkck,

n∑
k=1

λk = 1

�̀¦ ëß�7á¤���H λ1, λ2 . . . , λn ∈ [0, 1] �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº e��6£§�̀¦ �Ð#���.

4.5.24. 4�¤�èî̈
��� ����̂\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)�� �̧��H z ∈ C\� @/�#�
ÂÒ1pxd�� |f(z)| ≤ |ez| �̀¦ ëß�7á¤����, &h�]X�ô�Ç �©�Ãº C ∈ C\� @/�#� f(z) = Cez

e���̀¦ �Ð#���.


