
V� 6 *�× �¿�ªÁþ�ÊÁÿ?
�� ḈÐ��(�×

�̧�o�<ÊÃº��H Ãº�<Æ÷�r ��m��� Óüto��<Æs��� /BN�<Æ\�"f�̧ ×�æ¹כô�Ç %i�½+É�̀¦ ô�Ç��. ���

$� �̧�o�<ÊÃº�� K�$3��<ÊÃº_� z�́ÃºÂÒ����H �¦̀�	כ �Ðs��¦ ����� s�\�¦ s�6 x
�#� �̧

�o�<ÊÃº_� #��Q ��t� $í
|9�[þt�̀¦ ·ú���è­q Ãº e����. %ò
%i�_� �â
>�\�"f ÅÒ#Q��� �̧

|	��̀¦ ëß�7á¤
���H �̧�o�<ÊÃº\�¦ ¹1ÔÜ¼����H n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j�̧ %ò
%i�s� \P��2;"é¶óøÍ��� �â


Äº K�$3��<ÊÃº_� �ïr� &h�ì�r/BNd��Ü¼�ÐÂÒ'� Õª z�́��o�\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. #��Q ��t�

%ò
%i�\�"f �̧�o�<ÊÃº\�¦ ¹1ÔÜ¼�9��� s� %ò
%i�õ� \P��2;"é¶óøÍ ��s�_� ���éß��� K�$3��<ÊÃº

\�¦¹1ÔÜ¼���÷&��HX<,éß���K�$3��<ÊÃº��H��1lx&h�Ü¼�ÐÕª%i��<ÊÃº��K�$3��<ÊÃº���)a��.

6.1. �¿�ªÁþ�ÊÁ

s�p�t�èß� 3.2]X�\�"f&ñ
_�
�%i�1pws�,%ò
%i� Ω ⊂ R2\�"f&ñ
_��)a�<ÊÃº

u : Ω → R_� {9�>� x9� s�>�¼#��̧�<ÊÃº�� ���5Åqs��¦ ��6£§ 1pxd��

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (1)

�̀¦ ëß�7á¤½+É M:, u\�¦ �Ðés�ÈÕ¬£�� ô�Ç��. î̈
��� 0A_� éß�{9��̀/BG���s� ÅÒ#Q4R

e���̀¦ M:, Õª ?/ÂÒ\�"f î̈
+þA �©�I�\�¦ s�ê�r �:r�̧ ì�r�í�<ÊÃº��H �̧�o�<ÊÃºs�

��. s��Qô�Ç 2[t�\�"f �Ð���, {9�&ñ
ô�Ç �̧|	��̀¦ °ú�ð�r �̧�o�<ÊÃº\�¦ ¹1Ô��H ��Ér	כ
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B�Äº ×�æ¹כô�Ç {9�s���. :£¤y�, ÅÒ#Q��� %ò
%i�_� �â
>�\�"f p�o� ÅÒ#Q��� °ú̀�כ¦

��t���H �̧�o�<ÊÃº\�¦ ¹1Ô��H ë�H]j\�¦ {9�ìøÍ&h�Ü¼�Ð O�P�Ê��×¹× 'Ö<<K�� ô�Ç��.

¼#�p�ì�r~½Ó&ñ
d�� ë�H]j�Ð"f 4�¤�èK�$3�õ� Z>� �©��'a\O�#Q �Ðs���H s� ë�H]j��H

�̧�o�<ÊÃº�����ÐK�$3��<ÊÃº_�z�́ÃºÂÒ����H��z�́M:ë�H\�4�¤�èK�$3�~½ÓZO�s�

	�H0A§4��̀¦µ1Ï6fô�Ç��.t�èß� 3.2]X�\�"f¶ú�(R�Ð��¤1pws�K�$3��<ÊÃº f = u+iv

_� z�́ÃºÂÒ u��H �½Ó�©� �̧�o�<ÊÃºs���. s�]j, �̧�o�<ÊÃº u�� ÅÒ#Q4R e���̀¦

M:, u\�¦ z�́ÃºÂÒ�Ð ��t���H K�$3��<ÊÃº f = u + iv\�¦ ¹1ÔÜ¼�9 ô�Ç��. ëß�{9�

f = u+ iv�� K�$3��<ÊÃºs���� �ïr�–o�ëß� ~½Ó&ñ
d��\� _�
�#�

f ′(z) =
∂u

∂x
(z) + i

∂v

∂x
(z) =

∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z) (2)

s�Ù¼�Ð s� �<ÊÃº_� "é¶r��<ÊÃº\�¦ ¹1ÔÜ¼��� �)a��.

XNËP� 6.1.1. ¹ÿ�G�B �ÈÕ¬£ u(z)�� ·ÿ�)Ö<a:@�lB*å�*9�;c"k +ä�q�ùÚH �Ðés�ÈÕ¬£T�

�̂@, u = Re f ->	 AI)o��ÈÕ¬£ f(z)�� +í<<�Â6Ò��.

7£x"î
: f��]X� >�íß�
�#� �Ð��� �<ÊÃº
∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z)�� �ïr�–o�ëß� ~½Ó&ñ
d��

�̀¦ ëß�7á¤
�Ù¼�Ð &ñ
o� 3.2.2\� _�
�#� K�$3��<ÊÃºs���. s�]j, ô�Ç &h� z0 ∈ Ω

\�¦ �¦&ñ

��¦ �<ÊÃº f(z)\�¦ ��6£§

f(z) = u(z0) +
∫ z

z0

[
∂u

∂x
(ζ)− i

∂u

∂y
(ζ)

]
dζ

õ� °ú s� &ñ
_�
���. %ò
%i� Ω�� éß�í�H������%ò
%i�s�Ù¼�Ð &h� z0\�"f z��t� ��

��H e��_�_� /BG����̀¦ ����"f &h�ì�r
�#��̧ Õª °úכ�Ér ��ðøÍ��t�s���. ����"f,

&ñ
o� 4.2.2ü< &ñ
o� 4.3.3\�"f �Ð1pws� f(z)��H K�$3��<ÊÃºs��¦,

f ′(z) =
∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z)

s���. Õª���X< 1pxd�� (2)\�"f �Ð1pws�, {9�ìøÍ&h�Ü¼�Ð

f ′(z) =
∂Re f
∂x

(z)− i
∂Re f
∂y

(z)
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s�Ù¼�Ð u(z)ü< Re f(z)��H °ú �Ér ¼#�p�ì�r�̀¦ ��t��¦, Re f(z0) = u(z0)s�

Ù¼�Ð u(z) = Re f(z)e���̀¦ ·ú� Ãº e����. �

�̧�o�<ÊÃº u(z)\� @/
�#�, u + iv�� K�$3��<ÊÃº{9� M: v(z)\�¦ u(z)_�

�Ðés��x7��ÈÕ¬£��ÂÒ�Ér��.ëß�{9� vü< w�� �̧�o�<ÊÃº u_� �̧�o(��YU�<ÊÃºs�

���, i(v − w)��H Õª �©�s� )�Ãº»¡¤ îß�\� [þt#Q����H K�$3��<ÊÃºs�Ù¼�Ð \P��2;��

�©�&ñ
o�\�_�
�#��©�Ãº�<ÊÃº���)a��.7£¤, �̧�o(��YU�<ÊÃº��H�©�Ãº	�s�\�¦Áº

r�
���� Ä»{9�
�>� ���&ñ
�)a��.

'Ö<<K 6.1.1. ëß�{9� u(z)�� �̧�o�<ÊÃºs����, �<ÊÃº g(z) =
∂u

∂x
(z)− i∂u

∂y
(z)�� �ï

r�–o�ëß� ~½Ó&ñ
d���̀¦ ëß�7á¤�<Ê�̀¦ �Ð#���.

|ºM� 1. t�èß� 3.2]X�_� �Ðl� 3\�"f ¶ú�(R�:r ��ü< °ú s�

u(z) = u(x, y) =
1
2

log(x2 + y2), z ∈ C \ {0}

��H%ò
%i� C\{0}0A\�"f �̧�o�<ÊÃºs���.Õª�Q��, u(z)��Hs�%ò
%i�����̂\�"f

K�$3��<ÊÃº_� z�́ÃºÂÒ�� |̈c Ãº \O���. s�\�¦ �Ðs�l� 0A
�#� u+ iv�� K�$3��<Ê

Ãº����&ñ

���.Õª�Q���%ò
%i� C\{it : t ≤ 0}0A\�"f u(z)+ iv(z)−Log z

��H K�$3��<ÊÃºs��¦, :£¤y� z�́ÃºÂÒ�� 0s���. ����"f \P��2;���©�&ñ
o�\�¦ &h�6 x


���� u(z) + iv(z) = Log z +C (éß�, C��H �©�Ãº)e���̀¦ ·ú� Ãº e����. Õª�Q��

Log z��H %ò
%i� C \ {0} ����̂\�"f &ñ
_�|̈c Ãº \O���. Óüt�:r t�èß� 3.2]X�_� �Ð

l� 3\�"f >�íß�ô�Ç ��ü< °ú s� %ò
%i� {z : Re z > 0} 0A\�"f��H �̧�o(��YU�<Ê
Ãº\�¦ �������. �

'Ö<<K 6.1.2. %ò
%i� {z : Im z < 0} x9� {z : Im z > 0} 0A\�"f u(x, y) =
1

2
log(x2 + y2)_� �̧�o(��YU�<ÊÃº\�¦ ¹1Ô����.

&ñ
o� 6.1.1\� _�
�#� K�$3��<ÊÃº_� #��Q ��t� $í
|9�[þt�Ér �̧�o�<ÊÃº\�

Õª@/�Ð &h�6 x÷&��H �â
Äº�� ú́§��. ô�Ç ��t� \V�Ð"f ��ÄºÛ¼ î̈
ç�H°úכ&ñ
o�\�"f

z�́ÃºÂÒ\�¦ 2[
����, u(z)�� "é¶óøÍ D(z0, r) �̀¦ �í�<Ê
���H %ò
%i� 0A\�"f �̧�o

�<ÊÃº{9� M:, 1pxd��

u(z0) =
1
2π

∫ π

−π

u(z0 + reiθ)dθ (3)
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s� $í
wn�ô�Ç��. ëß�{9� �̧�o�<ÊÃº u(z)�� z = z0\�"f �FG@/°ú̀�כ¦ ��t���� &h�

]X�ô�Ç "é¶óøÍ D(z0, R) 0A\�"f u(z0)��H þj@/°úכs� �)a��. ����"f, e��_�_�

r ∈ (0, R)\� @/
�#�

u(z0)− u(z0 + reit) ≥ 0,
∫ π

−π

[
u(z0)− u(z0 + reit)

]
dt = 0

s�Ù¼�Ð, ���5Åq�<ÊÃº u��H �©�Ãº�<ÊÃº�� �)a��. �̧�o�<ÊÃº u(z)�� z = z0\�"f

�FG�è°ú̀�כ¦ ��t���H �â
Äº�̧ ��ðøÍ��t�s���. ����"f, %ò
%i�\�"f &ñ
_��)a �̧�o

�<ÊÃº��H �©�Ãº�<ÊÃº�� ��m���� �FG@/°úכs��� �FG�è°ú̀�כ¦ ��t�t� ·ú§6£§�̀¦ ·ú� Ãº

e���¦, s��ÐÂÒ'� ��6£§�̀¦ %3���H��.

XNËP� 6.1.2. (þj@/°úכ"é¶o�)�ÈÕ¬£ u(z)��­¤4�*å�*9� Ω;c"k�Ðés�ÈÕ¬£T�z�

�·
Öכ� Ω = Ω ∪ ∂Ω;c"k a:@ö¶;T��̂@, ���:?

max{u(z) : z ∈ Ω} = max{u(z) : z ∈ ∂Ω}

T� )ç��·
Â6Ò��.

s�]j n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j\�¦ "î
SX�
�>� +� �Ð��. î̈
��� 0A_� éß�{9��̀/BG���

Γ ⊂ Cü< ���5Åq�<ÊÃº u : Γ → R�� ÅÒ#Q4R e����. /BG��� Γ_� ?/ÂÒ\�¦ Ω��

½+É M:, ��6£§ $í
|9�

(n�1) U(z)��H Ω ∪ Γ 0A\�"f ���5Åq�<ÊÃºs���,

(n�2) U(z)��H Ω 0A\�"f �̧�o�<ÊÃºs���,

(n�3) y�� z ∈ Γ\� @/
�#� U(z) = u(z)s���

[þt�̀¦ ëß�7á¤
���H �<ÊÃº U : Ω ∪ Γ → R\�¦ ¹1Ô��H ��s	כ n�o�=åJ�Ï@ ë�H]js���.

éß�{9��̀/BG����̀¦ ���Ér ú́��Ð �¿ßÃ$�×(1)כ��¤n>s����¦ ÂÒØÔl��̧ 
� 9, �̧ØÔ{©�

(1) Marie Ennemond Camille Jordan (1838∼1922), áÔ|½ÓÛ¼ Ãº�<Æ��. École Polytech-
nique\�"f /BNÂÒ
��¦ s� /BMõ� Collège de France1px\�"f �Ö̧1lx
�%i���. �̧ØÔ{©� /BG���
&ñ
o���H 4�¤�èî̈
��� 0A_� éß�{9��̀/BG��� Γs� ÅÒ#Qt���� C \ Γ�� ¿º %ò
%i�Ü¼�Ð s�ÀÒ#Qt� 9
y�� %ò
%i�_� �â
>��� Γe���̀¦ ú́�
���HX<, s�p� s� Õþ�\�"f ��6 xô�Ç �� e����.
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/BG���_� ?/ÂÒ\�¦ �¿ßÃ$�×ÆZ��]�s����¦ ô�Ç��. ëß�{9� U1õ� U2�� n�o�=åJ�Ï@ ë�H

]j_� [j ��t� $í
|9��̀¦ ëß�7á¤
����, þj@/]X�@/°úכ&ñ
o�\� _�
�#� U1 = U2��

�)a��. 7£¤, n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K���H Ä»{9�
���.

���©� @/³ð&h���� �̧ØÔ{©�%ò
%i�_� \V��H \P��2; éß�0A"é¶óøÍ ∆ = D(0, 1)s�

��. s�]jÂÒ'� Γ�� éß�0A"é¶{9� M:, n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j\�¦ #Qb�G>� ÉÒ��Ht� ¶ú�(R

�:r��. éß�0A"é¶óøÍ ∆ = D(0, 1) �̀¦ �í�<Ê
���H %ò
%i�\�"f K�$3��<ÊÃº�� ÅÒ#Q4R

e���̀¦ M:, �ïr� &h�ì�r/BNd��s� ú́�
��¦ e����H Ùþ�d���Ér éß�0A"é¶ 0A_� �<ÊÃº°úכ\�

_�
�#� Õª ?/ÂÒ_� �<ÊÃº°úכs� ���&ñ
�)a����H �.���s	כ �̧�o�<ÊÃº��H K�$3��<ÊÃº

_� z�́ÃºÂÒs�Ù¼�Ð, �̧�o�<ÊÃº\� @/K�"f�̧ s�ü< q�5pwô�Ç &ñ
o��� $í
wn�
�o�

�� \V�©�½+É Ãº e����.

s�]j, f(z)�� {���2³ éß�0A"é¶óøÍ�̀¦ �í�<Ê
���H %ò
%i�\�"f K�$3�&h�s��� ��

&ñ

��¦, éß�0A"é¶ ?/ÂÒ_� &h� z = reiθü< éß�0A"é¶ ü@ÂÒ_� &h� w =
1
r
eiθ
\�¦

�¦&ñ

���� �ïr� &h�ì�r/BNd��\� _�
�#� ��6£§

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)
ζ − w

dζ

=
1

2πi

∫
|ζ=1|

[
1

ζ − z
− z

ζz − 1

]
f(ζ)dζ

�̀¦ %3���H��. Õª���X< |ζ| = 1\�"f[
1

ζ − z
− z

ζz − 1

]
dζ =

i(r2 − 1)eitdt

(eit − reiθ)(rei(t−θ) − 1)

=
i(1− r2)dt

(1− rei(θ−t))(1− re−i(θ−t))

=
i(1− r2)dt

1− 2r cos(θ − t) + r2

s���. ����"f,

Pr(t) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
, 0 ≤ r < 1, t ∈ [−π, π] (4)

s��� ¿º��� ��6£§ 1pxd��

f(reiθ) =
1
2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)f(eit)dt, 0 ≤ r < 1 (5)



152 ]j 6 �©� �̧�o�<ÊÃºü< 1pxy�����©�

�̀¦ %3���H��. s� 1pxd���̀¦ ²»��ö¶B(2)
+8�(Ûoð����̧s��� ÂÒØÔ�¦ �<ÊÃº�̧e��

{Pr : 0 ≤ r < 1}

�̀¦ ²»��ö¶Bá��s��� ÂÒ�Ér��.

s�]j, �<ÊÃº Pr(θ − t)�� #Q�"� g1J{9��� Òqty��K� �Ð��. Äº��� 1pxd�� (5)��

K�$3��<ÊÃº f(z) = zn\� @/
�#� $í
wn�
�Ù¼�Ð ��6£§

1
2π

∫ π

−π

eintPr(θ − t)dt = rneinθ, n = 0, 1, 2, . . .

s�$í
wn�ô�Ç��.Õª���X<,1pxd�� (5)_�z�́ÃºÂÒü<)�ÃºÂÒ\�¦q��§
�#��Ð���,s�

1pxd��s� K�$3��<ÊÃº f(z) = u(z) + iv(z)_� z�́ÃºÂÒ u(z)ü< )�ÃºÂÒ v(z)\�

@/
�#�$í
wn��<Ê�̀¦·ú�Ãºe����.����"f,1pxd�� (5)��HK�$3��<ÊÃº f(z)_�(��YU

f(z) = u(z)− iv(z)\� @/K�"f�̧ $í
wn�ô�Ç��. 1pxd�� (5)\� �<ÊÃº f(z) = zn

\�¦ V,�Ü¼���

1
2π

∫ π

−π

eintPr(θ − t)dt = r|n|einθ, n = 0,±1,±2, . . . (6)

�̀¦ %3���H��. ����"f, Pr(θ − t) =
∞∑

n=−∞
r|n|ein(θ−t)s� ÷&o��� f�����½+É Ãº

e����. z�́]j >�íß�
�#� �Ð���
∞∑

n=−∞
r|n|eint = 1 +

∞∑
n=1

rn
(
eint + e−int

)
= 1 + 2Re

∞∑
n=1

rneint

= 1 + 2Re
reit

1− reit
= Re

1 + reit

1− reit
= Pr(t)

(7)

�� H�d�̀¦ SX����½+É Ãº e����. s�]j 1pxd�� (4)ü< (7) �̀¦ s�6 x
���� ÉÒ��5ÅxÙþ�_�

��6£§ $í
|9�[þt

(ÉÒ1) y�� r ∈ [0, 1)\� @/
�#�
1
2π

∫ π

−π

Pr(t)dt = 1s��¦ Pr(t) > 0s���,

(2) Siméon–Denis Poisson (1781∼1840), áÔ|½ÓÛ¼ Ãº�<Æ��. ÅÒ�Ð École Polytechnique
\�"f /BNÂÒ
��¦ �Ö̧1lx
�%i���.
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(ÉÒ2) Pr�Ér ����<ÊÃºs��¦, 0 < s < |t| ≤ πs���� Pr(t) < Pr(s)s���,

(ÉÒ3) y�� δ ∈ (0, π)\� @/
�#� lim
r→1

max{Pr(t) : |t| ≥ δ} = 0s���

�̀¦���ÐSX����½+ÉÃºe����.s��Qô�Ç$í
|9�[þt�Ér���5Åq�<ÊÃº_�ÉÒo�\�/åLÃº\�¦��

ÀÒ��H X<\� ���&ñ
&h���� %i�½+É�̀¦ 
���H �̀]jØÔÙþ�(3)_� $í
|9�[þtõ� ��_� Ä»���<Ê

�̀¦ ·ú� Ãº e����.

'Ö<<K 6.1.3. (ÉÒ1)∼ (ÉÒ3) �̀¦ 7£x"î

�#���.

P1/2 P2/3 P3/4
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s�]j, éß�0A"é¶óøÍ ∆ = D(0, 1)_� �â
>� ∂∆ 0A\�"f &ñ
_��)a ���5Åq�<ÊÃº

u(eit)\� @/
�#� n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j\�¦ Û�¦�9���, ÉÒ��5Åx &h�ì�r/BNd���̀¦ �¦�9
�

#� {©����y� ��6£§

U(reiθ) =


1
2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)u(eit)dt, 0 ≤ r < 1

u(eiθ), r = 1
(8)

õ� °ú s� &ñ
_�K��� ½+É �.���s	כ Õª���X<, 1pxd�� (7)\� _�
�#� �<ÊÃº U(z)��H

��6£§ �<ÊÃº

F (reiθ) =
1
2π

∫ π

−π

1 + rei(θ−t)

1− rei(θ−t)
u(eit)dt

(3) �̀]jØÔÙþ�\� �'aô�Ç ?/6 x�Ér �ÃÐ�¦ë�H��³ [2], 9.3]X��̀¦ �ÃÐ�¦
���.

Lipót Fejér (1880∼1959), +ùA��o� Ãº�<Æ��. ÂÒ���̀Û¼àÔü< Z�\�¦�2;\�"f /BNÂÒô�Ç +' ÂÒ
���̀Û¼àÔ\�"f �Ö̧1lx
�%i���.
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_� z�́ÃºÂÒs���. ����"f, �<ÊÃº F (z)�� K�$3��<ÊÃºe���̀¦ �Ðs���� U(z)��H �̧

�o�<ÊÃº�� �)a��. s�]j z = reiθ�� ¿º���

F (z) =
1
2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
u(eit)dt =

1
2πi

∫ π

−π

(1 + ze−it) · ieit

eit − z
u(eit)dt

=
1

2πi

∫
|ζ|=1

u(ζ)
ζ − z

dζ +
z

2πi

∫
|ζ|=1

u(ζ)/ζ
ζ − z

dζ

s�Ù¼�Ð &ñ
o� 4.3.2\� _�
�#� F (z)��H K�$3��<ÊÃºs��¦, ����"f U(z)��H �̧

�o�<ÊÃºs���. &ñ
o� 4.3.2\�"f�̧ ÕªXO���m�ü< t��FK��t� �7H_�ô�Ç ?/6 x�Ér u

�����5Åq�<ÊÃº����HX<\�ß¼>� ½̈E�~ÃÎt�·ú§��H��.z�́]j u��&h�ì�r
���HX<\�

t��©�s� \O��̀¦ &ñ
�̧_� �<ÊÃº, \V\�¦ [þt#Q"f Ô�¦���5Åq&h�s� Ä»ô�Ç>h��� Ä»>��<ÊÃº

s���� (8)\� _�
�#� &ñ
_��)a �<ÊÃº��H �½Ó�©� �̧�o�<ÊÃº�� �)a��.

s�]j, u�� ���5Åqs���� U �̧ ���5Åqe���̀¦ �Ðs���HX<, l� ñ\�¦ çß�¼#�
�>� 
�

l� 0A
�#� z = 1\�"f ���5Åqe���̀¦ 7£x"î

�l��Ð ô�Ç��. |9�½+Ë X 0A\�"f &ñ
_�

�)a�<ÊÃº u��&h� z0 ∈ X\�"fa:@ö¶;s�����H��Ér,e��_�_��ª�Ãº	כ ε > 0\�@/


�#� ��6£§ $í
|9�

z ∈ X, |z − z0| < δ =⇒ |u(z)− u(z0)| < ε

�̀¦ ëß�7á¤
���H �ª�Ãº δ > 0�� �>rF�ô�Ç����H >pws���.

���$� �ª�Ãº ε > 0\�¦ �¦&ñ
ô�Ç��. �<ÊÃº u�� z = 1\�"f ���5Åqs�Ù¼�Ð ��

6£§ $í
|9�

|t| < δ =⇒ |u(eit)− u(1)| < 1
3
ε

�̀¦ ëß�7á¤
���H �ª�Ãº δ > 0\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. ÉÒ��5ÅxÙþ�_� $í
|9� (ÉÒ1) �̀¦ s�

6 x
�#� >�íß�
����

U(reiθ)− u(1) =
1
2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)u(eit)dt− 1
2π

∫ π

−π

u(1)dt

=
1
2π

∫
|t|≤δ

Pr(θ − t)[u(eit)− u(1)]dt

+
1
2π

∫
|t|≥δ

Pr(θ − t)[u(eit)− u(1)]dt
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s��)a��.�<ÊÃº |u|_�þj@/°ú̀�כ¦M s���
��¦ (ÉÒ3) �̀¦s�6 x
������6£§$í
|9�

R < r < 1, |θ| < δ

2
=⇒ Pr(θ) <

ε

3M

�̀¦ ëß�7á¤
���H R ∈ (0, 1) �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. s�]j R < r < 1s��¦ |θ| < δ

2
s����

|U(reiθ)− u(1)| ≤ 1
2π

∫
|t|≤δ

Pr(θ − t)
ε

3
dt+

1
2π

∫
|t|≥δ

ε

3M
2M dt

≤ ε

3
+

2
3
ε = ε

s� ÷&#Q"f U(z)�� z = 1\�"f ���5Åqe���̀¦ ·ú�>� �)a��. �<ÊÃº U _� ���5Åq$í


�̀¦ 7£x"î

���H s��Qô�Ç ~½ÓZO��Ér ÉÒo�\� K�$3��̀¦ q�2�©ô�Ç K�$3��<Æ ���ìøÍ\� ���5g

"f ���+þA&h�Ü¼�Ð ��6 x÷&��H ~½ÓZO�s���. t��FK��t� �7H_�ô�Ç ?/6 x�̀¦ &ñ
o�
����

��6£§õ� °ú ��.

XNËP� 6.1.3. ·ÿ�a�4wHÁ6Òq�#Ü�4� ∂∆a�;c"k+ä�q�ùÚHa:@ö¶;�ÈÕ¬£ u : ∂D → R

;c 60
�#l �ÈÕ¬£ U : D → R¿ì> (8)Üï ìm¥T� +ä�q�
��̂@, U(z)¤�< :c )ç�H�B

(n�1)∼ (n�3)¿ì> ¹ÿ�ø¶;Â6Ò��.

|ºM� 2. �<ÊÃº u(eiθ) = Re einθ = cosnθ\� @/
�#� t��FK��t� �7H_�ô�Ç

��\�¦ ·ú����Ð��. s� �â
Äº 1pxd�� (6) �̀¦ &h�6 x
����

U(reiθ) =
1
2π

∫ π

−π

Pr(θ − t)Re einθdt = Re (r|n|einθ) = r|n| cosnθ

s���. ëß�{9� u(eiθ) = Re (−ieinθ) = sinnθ����� U(reiθ) = r|n| sinnθs�

��. Õª���X<, ÉÒo�\� K�$3�_� �̀]j\�¦ &ñ
o�\�¦ s�6 x
���� e��_�_� ���5Åq�<ÊÃº

u\� @/
�#�

lim
N→∞

max

{∣∣∣∣∣u(eiθ)−
N∑

n=0

(an cosnθ + bn sinnθ)

∣∣∣∣∣ : θ ∈ R

}
= 0
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�̀¦ ëß�7á¤
���H {an, bn : n = 0, 1, 2, . . . }\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e����.(4) ��r� ú́�
�#�

∂∆ 0A\�"f &ñ
_��)a e��_�_� ���5Åq�<ÊÃº��H ��6£§ g1J

u(eiθ) =
∞∑

n=0

(an cosnθ + bn sinnθ)

�Ð ÅÒ#Qt���HX<, s� �â
Äº �̧�o�<ÊÃº_� þj@/°úכ"é¶o�\�¦ &h�6 x
���� s� ���5Åq�<Ê

Ãº\� @/ô�Ç n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K���H

U(reiθ) =
∞∑

n=0

rn(an cosnθ + bn sinnθ)

s� �)a��. �

6.2. �� ḈÐ��(�×ø� g�h�=³�,=i %K�V�

e��_�_� �̧ØÔ{©�%ò
%i� 0A\�"f n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j\�¦ Û�¦�9��� s� %ò
%i�õ� \P�

�2; éß�0A"é¶óøÍ ��s�\� ���éß��� K�$3��<ÊÃº\�¦ ¹1Ô��H ��s	כ ×�æ¹כ
���. s� ]X�\�

"f��H ���$� s��Qô�Ç ���éß��� K�$3��<ÊÃº_� $í
|9��̀¦ /BNÂÒ
��¦, s��Qô�Ç ���éß���

K�$3��<ÊÃºü< n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K����s� #Q�"� �'aº���̀¦ ��t���H�� ·ú����:r��.

ÅÒ#Q��� �<ÊÃº�� éß�������� 
���H ë�H]j��H z�́�<ÊÃº_� �â
Äºü< ��ðøÍ��t��Ð p�

ì�r>�Ãº�� 0����� 
���H ë�H]jü< �'aº��s� U�·��.

%ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº φ(ζ)�� ÅÒ#Qt����, �<ÊÃº φ′(ζ)−φ′(z0)
_� "é¶r��<ÊÃº�� φ(ζ)− φ′(z0)ζs�Ù¼�Ð, &ñ
o� 4.1.1\� _�
�#� ��6£§ 1pxd��

φ(w)− φ(z)− φ′(z0)(w − z) =
∫ w

z

(φ′(ζ)− φ′(z0))dζ

�̀¦ %3���H��. ����"f, \P��2;"é¶óøÍ D = D(z0, r) ⊂ Ω\�¦ ú̧��¦

Mr = max{|φ′(ζ)− φ′(z0)| : ζ ∈ ∂D(z0, r)}

(4) �ÃÐ�¦ë�H��³ [2], 9.3]X��̀¦ �ÃÐ�¦
���.
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s��� ¿º���, e��_�_� z, w ∈ D\� @/
�#� ÂÒ1pxd��∣∣∣∣φ(w)− φ(z)
w − z

− φ′(z0)
∣∣∣∣ ≤ 1

|w − z|

∫ w

z

|φ′(ζ)− φ′(z0)||dζ| ≤Mr

s�$í
wn�ô�Ç��.s�]j, φ′(z) 6= 0s���� φ′_����5Åq$í
\�_�
�#�Mr < |φ′(z0)|
��� r > 0 �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. ëß�{9� w, z ∈ D\� @/
�#� w 6= zü< φ(w) =

φ(z)�� 1lxr�\� $í
wn�
���� |φ′(z0)| ≤Mr < |φ′(z0)|�� ÷&#Q �̧í�Hs���. ��

��"f,�<ÊÃº φ(z)��H\P��2;"é¶óøÍ D(z0, r)0A\�"féß����<ÊÃºe���̀¦·ú�Ãºe���¦,

��6£§s� 7£x"î
÷&%3���.

XNËP� 6.2.1. *å�*9� Ωa�;c"k+ä�q�ùÚHAI)o��ÈÕ¬£ φ(z)ã# z0 ∈ Ω��®£#e$p

�����. ¹ÿ�G�B φ′(z0) 6= 0T��̂@, �ÈÕ¬£ φ¤�< +8��}BÂ6Ò �~x)>	4wHÁ6Ò D(z0, r) a�;c

"k ·ÿ����ÈÕ¬£T���.

ô�Ç ��t� ÅÒ_�½+É &h�s� e����. �<ÊÃº φ(z) = ez\�"f �Ð1pws� φ′ 6= 0s���

�̧&ñ
_�%i�����̂\�"féß����<ÊÃº{9��9¹כ���H\O�����H��s���.Óüt�:rÅÒ#Q���&h	כ

z0\�¦×�æd��Ü¼�Ð�-q��� 2π���Ãºî̈
{� {z : Im z0−π < Im z < Im z0 +π}
\�¦ ú̧�Ü¼��� s���H z0_� ��H~½Ós� ÷&�¦ s� 0A\�"f �<ÊÃº φ(z) = ez

��H ���éß���

�<ÊÃºs���.

s� &ñ
o���H "4�/åLÃº���>h φ(z) =
∑

n an(z − z0)n
\�¦ s�6 x
�#� 7£x"î
½+É

Ãº�̧ e����HX<, >�íß�_� ¼#�_�\�¦ 0A
�#� z0 = 0s��� ��&ñ

��¦ 7£x"î

���.

ëß�{9� φ′(0) = a1 6= 0s���� �<ÊÃº t 7→
∞∑

n=2

n|an|tn−1_� ���5Åq$í
\� _�
�

#�

∞∑
n=2

n|an|rn−1 < |a1| �̀¦ ëß�7á¤
���H r > 0 �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. s�]j �<ÊÃº

φ(z)�� D(0, r) 0A\�"f éß����<ÊÃºe���̀¦ �Ðs���. ëß�{9� z, w ∈ D(0, r)s��¦

φ(z) = φ(w)s������

0 =
∞∑

n=0

an(zn − wn) =
∞∑

n=1

an(z − w)(zn−1 + zn−2w + · · ·+ wn−1)
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s� $í
wn�ô�Ç��. ëß�{9� z 6= ws����

∞∑
n=2

an(zn−1 + zn−2w + · · ·+ wn−1) = −a1

s��¦, ����"f |z|, |w| < r\� _�
�#�

|a1| ≤
∞∑

n=2

|an|nrn−1 < |a1|

s� ÷&#Q �̧í�Hs���.

'Ö<<K 6.2.1. "4�/åLÃº���>h\� _�ô�Ç &ñ
o� 6.2.1_� 7£x"î
\�"f {9�ìøÍ&h���� �â
Äº\�¦ ��
Áºo�
�#���.

0A ¿º ��t� 7£x"î
\�"f �Ð1pws� �̧�<ÊÃº_� ���5Åq$í
s� 7£x"î
\�"f 	�H %i�½+É

�̀¦ 
�%i���. z�́�<ÊÃº_� �â
Äº Õª �̧�<ÊÃº�� ���5Åqs���� ��ðøÍ��t� &ñ
o��� $í


wn�
�t�ëß� {9�ìøÍ&h�Ü¼�Ð ÕªXO�t� 3lw
���.

|ºM� 1. �<ÊÃº φ : R → R �̀¦ ��6£§

φ(x) =

x2 sin
1
x
, x 6= 0

0, x = 0

õ� °ú s� &ñ
_�
���. s� M:, φ′(0) = 0s�Ù¼�Ð α 6= 0\�¦ ×þ�
��¦ ψ(x) =

φ(x) + αx�� ¿º��� ψ′(0) = α 6= 0s���. Õª�Q��, α ∈ R�� Ø�æì�ry� ���Ü¼

��� ψ��H 0 �̀¦ �í�<Ê
���H #Q�"� ½̈çß�\�"f�̧ éß����<ÊÃº�� ��m���. �

'Ö<<K 6.2.2. #Q�"� α\� @/
�#� �<ÊÃº ψ(x) = φ(x) + αx�� 0 ��H~½Ó\�"f éß����<Ê
Ãº���t� �̧��
�#���.

s�]j��H φ′(z0) = 0��� �â
Äº #Q*�ô�Ç {9�s� {9�#Q����Ht� ·ú����Ð��HX<,

φ(z)�� �©�Ãº�<ÊÃº��H ��m����¦ ��&ñ
ô�Ç��. s� �â
Äº, ��6£§ �<ÊÃº

φ(z)− φ(z0) =
φ′′(z0)

2!
(z − z0)2 + · · ·

��H n-×�æ��H�̀¦ ������� (éß�, n ≥ 2). ¢̧ô�Ç �½Ó1px&ñ
o�\� _�
�#� φ(z)− φ(z0)

ü< φ′(z)��H &h�]X�ô�Ç "é¶óøÍ D = D(z0, r) 0A\�"f z = z0 s�ü@_� ��H�̀¦ ��t�
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t�·ú§��H��.s�]jm = min{|φ(z)−φ(z0)| : z ∈ ∂D}��¿º�¦, 0 < |α| < m

��� α ∈ C\�¦ ×þ�
�#�

ψ(z) = φ(z)− φ(z0)− α

�� &ñ
_�
���. Õª�Q��� z ∈ ∂D\� @/
�#�

|(φ(z)− φ(z0))− ψ(z)| = |α| < m ≤ |φ(z)− φ(z0)|

�� $í
wn�
�Ù¼�Ð ÀÒ[V &ñ
o�\� _�
�#� ψ(z)��H \P��2;"é¶óøÍ D = D(z0, r) 0A

\�"f φ(z) − φ(z0)ü< °ú s� n >h_� ��H�̀¦ �������. Õª���X< D \ {z0} 0A\�
"f ψ′(z) = φ′(z) 6= 0s��¦ ψ(z0) 6= 0s�Ù¼�Ð ψ(z)��H D îß�\�"f ×�æ��H�̀¦

��t�t� ·ú§��H��. ����"f, �<ÊÃº ψ(z)��H D 0A\�"f "f�Ð ���Ér n >h_� ��H�̀¦

�������. 7£¤,

φ(z1) = φ(z2) = · · · = φ(zn) = φ(z0) + α, zi 6= zj (i 6= j)

\�¦ ëß�7á¤
���H z1, . . . , zn ∈ D\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e���¦, ����"f ��6£§�̀¦ %3���H��.

XNËP� 6.2.2. *å�*9� Ω a�;c"k +ä�q�ùÚH AI)o��ÈÕ¬£ φ(z)�� �ç¡¬£�ÈÕ¬£�� ��N�

�� 
���. ¹ÿ�G�B �ÈÕ¬£ φ(z)�� z = z0;c"k n-ï̂B£Ó	Ãç> ��U��̂@ ���:? )ç�H�B

• ëß�{9� |α| < ms���� φ−1({φ(z0) + α})��H n >h_� &h��̀¦ �������.

Ãç> ¹ÿ�ø¶;
�¤�< �è¡¬£ m > 0Ãç> �m�Ãç> ¬£ �����.

,¹��Hכ n-×�æ��H�̀¦ ��t���H &h� ��H~½Ó\�"f��H �<ÊÃº φ(z)�� n @/ 1 �<ÊÃº��

�)a����H ú́�s���. \V�Ð"f, �<ÊÃº φ(z) = zn
�̀¦ Òqty��K� �Ð��� �)a��. ëß�{9� �<Ê

Ãº φ(z)�� %ò
%i� Ω 0A\�"f éß����<ÊÃº����� {©����y� φ′ 6= 0s���. s� %i�r�

z�́�<ÊÃº φ(x) = x3
\�¦ Òqty��
���� z�́�<ÊÃº\�"f��H $í
wn�
�t� ·ú§��H �.���s	כ

'Ö<<K 6.2.3. K�$3��<ÊÃº φ(z)�� z = z0\�"f ×�æ��H�̀¦ ��|9� �¹Ø�æìכ��9r�̧|	��Ér
φ′(z0) = 0e���̀¦ �Ð#���.
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XNËP� 6.2.3. (%i��<ÊÃº&ñ
o�) *å�*9� Ω a�;c"k +ä�q�ùÚH AI)o��ÈÕ¬£ φ(z)�� ·ÿ�

�����ç¡T��̂@, ��»q�q� z ∈ Ω;c 60
�#l φ′(z) 6= 0T���. �¡Â6Ò, *9��ÈÕ¬£

ψ : φ(Ω) → Ω|¡ AI)o��ÈÕ¬£T���.

7£x"î
: t��FK��t��7H_�ô�Ç��\�_�
�#�éß������©�s���� φ′ 6= 0s��¦,\P��2;��

�©�&ñ
o�\� _�
�#� φ(Ω)��H ��r� %ò
%i�s���. Äº��� ψ�� φ(Ω)\�"f ���5Åqe��

�̀¦ 7£x"î
ô�Ç��. s�\�¦ 0AK�"f, Ω îß�_� Ãº\P� 〈an〉õ� a ∈ Ω\� @/
�#� ��6£§

φ(an) → φ(a) =⇒ an → a

�̀¦ �Ðs���� �)a��. \P��2;"é¶óøÍ D = D(a, r) ⊂ Ω\�¦ 
��� ú̧���. \P��2;���©�&ñ


o�\�_�
�#� φ(D)��H φ(a)\�¦�í�<Ê
���H\P��2;|9�½+Ës��¦ φ(an) → φ(a)s�

Ù¼�Ð, Ø�æì�ry� 	�H �̧��H n\� @/K�"f φ(an) ∈ φ(D)s��¦, ����"f an ∈ D

s���. "é¶óøÍ D\�¦ ��Áºo� ���>� ú̧����̧ °ú �Ér {9�s� {9�#Q��Ù¼�Ð, ns� 7£x��

�<Ê\� ���� ans� a\� e��_��Ð ����0>f���̀¦ ·ú� Ãº e����. s�]j φ(z0) = w0

�� 
����
ψ(w)− ψ(w0)

w − w0
=

z − z0
φ(z)− φ(z0)

�� ÷&�¦, ����"f, ψ′(w0) =
1

φ′(z0)
s���. �

ëß�{9� φ′(z0) 6= 0s���� �<ÊÃº φ(z)��H {9�	��<ÊÃº φ(z0) + φ′(z0)(z − z0)

ü< Ä»��
�>� �)a��. Õª���X< {9�	��<ÊÃº��H ���²DG î̈
'��s�1lx, SX�@/, �r���s�

Ù¼�Ð φ(z) �̧ z = z0��H~½Ó\�"f��H SX�@/ü< �r���õ� Ä»��
�>� �)a��. :£¤y�,

z = z0\�¦ ×�æd��Ü¼�Ð y���̧\�¦ Õªo���� Õª �©��̧ °ú �Ér y���̧\�¦ Ä»t�
�>� |̈c

�.���s	כ s��Qô�Ç _�p�\�"f φ′ 6= 0��� �<ÊÃº\�¦ �ûB~�����ç¡s��� ÂÒ�Ér��. ëß�{9�

φ′(z0) 6= 0s��¦ z(t)�� z(t0) = z0��� /BG���s������, ��6£§

arg
d(φ ◦ z)
dt

(t0) = arg
[
φ′(z0) ·

dz

dt
(t0)

]
= arg φ′(z0) + arg

dz

dt
(t0)

s� $í
wn�ô�Ç��. ����"f, ëß�{9� w(t)�� w(t0) = z0��� ¢̧ ���Ér /BG���s������

¿º /BG��� ��s�_� y���̧��H

arg
dw

dt
(t0)− arg

dz

dt
(t0) = arg

d(φ ◦ w)
dt

(t0)− arg
d(φ ◦ z)
dt

(t0)
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���X<, s���H ���Ð ¿º /BG���_� �©� (φ ◦ z)(t)ü< (φ ◦w)(t) ��s�_� y���̧s���.

7£¤, 1pxy�����©��Ér ¿º /BG��� ��s�_� y���̧\�¦ �Ð�>r
���H ���©�s���.

t�èß� 1.3]X�\�"f¶ú�(R�:r{9�	�ì�rÃº�<ÊÃº φ(z) =
az + b

cz + d
��H1pxy�����©�_�

@/³ð&h���� \Vs���. z�́]j�Ð >�íß�
�#� �Ð���

φ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2

���X<, �©�Ãº�<ÊÃº�� ÷&��H �â
Äº, 7£¤ ad − bc = 0��� �â
Äº\�¦ ]jü@
���� %ò
%i�

C \ {−d/c}\�"f C \ {a/c}�Ð ����H 1pxy�����©�s���. :£¤y�, t�èß� 1.3]X�\�

"f ¶ú�(R�:r ù&q�ÄºÛ¼���8̈�

φα(z) =
z − α

1− αz

�Ér \P��2; éß�0A"é¶óøÍ ∆ ��s�\� &ñ
_��)a 1pxy�����©�s���.

w = φi/2(z)
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XNËP� 6.2.4. (Ã»��ØÔÞÔ �̧¹¡§&ñ
o�) �~x)>	 ·ÿ�a�4wHÁ6Ò ∆ a�;c"k +ä�q�ùÚH AI

)o��ÈÕ¬£ φ : ∆ → ∆�� φ(0) = 0T��̂@ ���:?

|φ(z)| ≤ |z|, |z| < 1 (9)

(4) Hermann Amandus Schwarz (1843∼1921), 1lq{9� Ãº�<Æ��. Z�\�¦�2;\�"f /BNÂÒô�Ç +'\�
Göttingenõ� Z�\�¦�2; 1pxt�\�"f �Ö̧1lx
�%i���.
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T� )ç��·
Â6Ò��. ¹ÿ�G�B a� «»�ûB��̧;c"k �ûB�Ú�� )ç��·

�¤�< z0 ∈ ∆�� ���Ä��̂@

φ(z)¤�< φ(z) = eiθzq� d��T���.

7£x"î
: �<ÊÃº φ(z)\�¦ "4�/åLÃº�Ð ³ð�&³
���� φ(z) = a1z + a2z
2 + · · · s�

Ù¼�Ð, φ(z) = zψ(z)_� g1Js��� (éß�, ψ(z)��H K�$3��<ÊÃº). ��&ñ
\� _�
�#�

φ(z) ∈ ∆, 7£¤ |φ(z)| < 1s�Ù¼�Ð, e��_�_� r < 1\� @/
�#�

|z| = r =⇒ |ψ(z)| = |φ(z)|
|z|

≤ 1
r

s� $í
wn�ô�Ç��. #�l�"f þj@/]X�@/°úכ&ñ
o�\�¦ &h�6 x
����

|z| ≤ r =⇒ |ψ(z)| ≤ 1
r

s���. s� "î
]j�� e��_�_� r < 1\� @/
�#� $í
wn�
�Ù¼�Ð y�� z ∈ ∆\� @/
�

#� |ψ(z)| ≤ 1s��¦, ����"f (9)\�¦ %3���H��. ëß�{9� |φ(z0)| = |z0|�� $í
wn�
�
��H z0 ∈ D�� e������� |ψ(z)|��H z = z0\�"f þj@/°úכ 1 �̀¦ ��t��¦, ��r� þj

@/]X�@/°úכ&ñ
o�\� _�
�#� ψ��H �©�Ãº�<ÊÃºs�Ù¼�Ð ψ(z) = eiθs���. ����"f,

φ(z) = eiθzs���. �

��6£§ &ñ
o���H \P��2; éß�0A"é¶óøÍ ��s�_� ���éß��� 1pxy�����©�s� �r������8̈�õ�

ù&q�ÄºÛ¼���8̈�, <�Ê�Ér s� ¿º ��t�_� ½+Ë$í
÷�re���̀¦ ú́�
��¦ e����.(5)

XNËP� 6.2.5. �~x)>	 ·ÿ�a�4wHÁ6Ò ∆ ��T�;c +ä�q�ùÚH b9	·ÿ��� �ûB~�����ç¡ª�<

φ(z) = eiθφα(z) = eiθ z − α

1− αz

q� d��T��� (·ÿ�, θ ∈ R, |α| < 1).

7£x"î
: ëß�{9� φ : ∆ → ∆�� ���éß��� 1pxy�����©�s���� φ(α) = 0��� α ∈ ∆\�¦

ú̧��̀¦ Ãº e����. Õª�Q��� ψ = φ ◦ φ−1
α : ∆ → ∆%i�r� ���éß��� 1pxy�����©����

X< 0 �̀¦ 0Ü¼�Ð �Ð�·p��. ����"f, Ã»��ØÔÞÔ �̧¹¡§&ñ
o�\�¦ &h�6 x
���� z ∈ ∆

(5) ���_þvë�H]j 1.4.12\�¦ �ÃÐ�̧
���.
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@/
�#� |ψ(z)| ≤ |z|s���. ô�Ç¼#� ψ−1 : ∆ → ∆ %i�r� 0 �̀¦ 0Ü¼�Ð �Ð?/Ù¼�Ð

|ψ−1(z)| ≤ |z|s���. ����"f, ��6£§

|z| = |ψ−1(ψ(z))| ≤ |ψ(z)| ≤ |z|, z ∈ ∆

�̀¦ %3���HX<, s��ÐÂÒ'� |ψ(z)| = |z|s��¦ ��r� Ã»��ØÔÞÔ �̧¹¡§&ñ
o�\� _�
�
#� φ(φ−1

α (z)) = ψ(z) = eiθzs���. s� 1pxd��\�"f z\� φα(z)\�¦ @/{9�
�#�

"é¶
���H ���õ�\�¦ %3���H��. �

∆

6

?
φ−1

α φα

∆ -φ

��
���

���*
∆

ψ(z) = eiθz

ÅÒ#Q��� éß�í�H������%ò
%i� Ω\�"f \P��2; éß�0A"é¶óøÍ ∆�Ð ����H ���éß��� 1px

y�����©� φ : Ω → ∆\�¦ 
��� ¹1Ô��¤���¦ 
���. ëß�{9� ψ : Ω → ∆�� ���éß�

�� 1pxy�����©�s���� ψ ◦ φ−1 : ∆ → ∆�� 1pxy�����©�s��¦ &ñ
o� 6.2.5\� _�
�

#� ψ(φ−1(z)) = eiθφα(z)s���. ����"f, e��_�_� 1pxy�����©� ψ : Ω → ∆��H

��6£§

ψ(z) = eiθφα(φ(z)) = eiθ φ(z)− α

1− αφ(z)
, z ∈ Ω

_� g1Js���.

XXXXXXXXz ∆

Ω
��������: ∆

?

φ

ψ

(ψ ◦ φ−1)(z) = eiθφα(z)

%ò
%i� Ω_� ô�Ç &h� a ∈ Ω�� ÅÒ#Q&���̀¦ M:, α = φ(a)�� ¿º���

ψ(a) = 0, ψ′(a) = eiθφ′(a)(1− |α|2)

s���. ����"f,

ρ(z) =
1

εiθφ′(a)
ψ(z) =

1
φ′(a)

· φ(z)− φ(a)
1− φ(a)φ(z)

, z ∈ Ω
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�� ¿º���, ��6£§ �̧|	�

ρ(a) = 0, ρ′(a) > 0 (10)

�̀¦ëß�7á¤
���H���éß���1pxy�����©� ρ : Ω → ∆\�¦%3���H��.s�M:, arg ρ′(a) = 0

s�Ù¼�Ð, 1pxy�����©� ρ��H &h� a ∈ Ω\�¦ t�����H /BG���_� ]X����~½Ó�¾Ó�̀¦ Õª@/�Ð

Ä»t�ô�Ç��. ëß�{9� ���éß��� 1pxy�����©� ρ1õ� ρ2�� �̧|	� (10) �̀¦ ëß�7á¤
����,

(ρ2 ◦ ρ−1
1 )(0) = 0, (ρ2 ◦ ρ−1

1 )′(0) =
ρ′2(a)
ρ′1(a)

> 0

s�Ù¼�Ð &ñ
o� 6.2.5\� _�
�#� (ρ2 ◦ ρ−1
1 )(z) = zs��¦, ����"f ρ1(z) =

ρ2(z)e���̀¦·ú�Ãºe����.Õª�QÙ¼�Ð,ô�Ç&h� a ∈ Ω��ÅÒ#Q&���̀¦M: �̧|	� (10)

�̀¦ ëß�7á¤
���H ���éß��� 1pxy�����©� ρ : Ω → ∆��H l�,כ	K��� 
���÷�rs���.

s�]jÂÒ'�, ÅÒ#Q��� �̧ØÔ{©�%ò
%i� Ω\�"f n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j\�¦ ÉÒ��H ��õ	כ

���éß��� 1pxy�����©� φ : Ω → ∆\�¦ ¹1Ô��H ��s	כ #Qb�G>� �'aº��÷&��Ht� ·ú����Ð

l��Ð ô�Ç��. s�\�¦ 0A
�#�, ���$� e��_�_� ���5Åq�<ÊÃº u : ∂Ω → R\� @/K�"f

n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K��� �>rF�ô�Ç���¦ ��&ñ
K� �Ð��.

ô�Ç &h� a ∈ Ω\�¦ �¦&ñ

��¦, y�� z ∈ ∂Ω\� @/K�"f u(z) = log |z − a|��
&ñ
_�
����, u : ∂Ω → R��H ���5Åq�<ÊÃºs���. s� �<ÊÃº\� @/ô�Ç n�o�=åJ�Ï@ ë�H

]j_� K�\�¦ U : Ω → Rs��� 
����, U ��H Ω 0A\�"f ���5Åqs��¦, Ω 0A\�"f

�̧�o�<ÊÃºs� 9, ¢̧ô�Ç y�� z ∈ ∂Ω\� @/
�#� U(z) = u(z) = log |z − a|s�
��. Õª���X< Ω�� éß�í�H������%ò
%i�s�Ù¼�Ð &ñ
o� 6.1.1\� _�
�#� Re f = U\�¦

ëß�7á¤
���H K�$3��<ÊÃº f : Ω → C�� �>rF�
���HX<, &h�]X�ô�Ç í�H)�Ãº\�¦ �8
�#�

Im f(a) = 0��&ñ
½+É Ãº e����. s�]j, �<ÊÃº φ : Ω → C\�¦

φ(z) = (z − a)e−f(z), z ∈ Ω

�Ð &ñ
_�
���. s� �<ÊÃº��H Ω 0A\�"f K�$3�&h�s��¦, φ(a) = 0 x9� φ′(a) > 0

�̀¦ ëß�7á¤ô�Ç��. Äº��� log |φ(z)| = log |z − a| − U(z)��H Ω \ {a} \�"f �̧�o
�<ÊÃºs��¦, y�� z ∈ ∂Ω\� @/
�#� log |φ(z)| = 0s���. �ª�Ãº ε > 0 �̀¦ Ø�æì�r

y� ���>� ú̧�Ü¼��� |9�½+Ë {z ∈ C : 0 < |z − a| ≤ ε}s� Ω\� �í�<Ê÷&�¦ s� |9�
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½+Ë\�"f log |φ(z)|_� °úכs� 0�Ð�� ���>� ½+É Ãº e����. s� ��z�́õ� �̧�o�<ÊÃº

_� þj@/°úכ"é¶o��ÐÂÒ'� y�� z ∈ Ω \ {a}\� @/K�"f log |φ(z)| < 0s� $í
wn�

�<Ê�̀¦ ·ú� Ãº e����. ����"f |φ(z)| < 1s�Ù¼�Ð φ��H Ω\�"f ∆�Ð ����H K�

$3��<ÊÃºs���. =åQÜ¼�Ð φ : Ω → ∆�� ���éß���e���̀¦ �Ðs�l� 0A
�#�, b ∈ ∆

�� 
���. ÂÒ1pxd�� |b| < r < 1 �̀¦ ëß�7á¤
���H z�́Ãº r �̀¦ 
��� ×þ�ô�Ç ��6£§,

D = {z ∈ Ω : |φ(z)| < r}�� ¿º��. Õª�Q��� D îß�\� �<ÊÃº φ(z) − b_� ��H

s� &ñ
SX�y� ô�Ç >h e��6£§�̀¦ �Ðs���� �)a��. K�$3��<ÊÃº φ_� �̧�<ÊÃº��H ∂D\�"f

Ä»ô�Ç>h_� ��H�̀¦ ��t�Ù¼�Ð ∂D��H �̧y�� C1-/BG���[þt�Ð s�ÀÒ#Q4R e���¦, :£¤

y� D��H {���2³/BG��� ∂D_� ?/ÂÒ�Ð s�ÀÒ#Q��� %ò
%i�[þt_� ½+Ë|9�½+Ës���. s�]j,

y�� z ∈ ∂D\� @/
�#� |φ(z)| = rs�Ù¼�Ð

|φ(z)− (φ(z)− b)| = |b| < r = |φ(z)|, z ∈ ∂D

s� $í
wn�ô�Ç��. s� ÂÒ1pxd��õ� ÀÒ[V &ñ
o��ÐÂÒ'� ¿º �<ÊÃº φü< φ− b��H D îß�

\�"f °ú �Ér >hÃº_� ��H�̀¦ �������. �<ÊÃº φ�� D\�"f &ñ
SX�y� ô�Ç >h_� ��H�̀¦

��t�Ù¼�Ð φ : Ω → ∆��H ���éß��� 1pxy�����©�s���. 0A �7H7£x õ�&ñ
\�"f ∂D

�� �̧y�� C1-/BG���[þt�Ð s�ÀÒ#Q4R e���¦ D�� %ò
%i�[þt_� ½+Ë|9�½+Ës��� 
�%i�

Ü¼��,���²DG φ�����éß���1pxy�����©�s�Ù¼�Ðz�́]j�Ð ∂D��ô�Ç>h_� C1-/BG���

Ü¼�Ðs�ÀÒ#Q���éß�{9��̀/BG���s��¦ D��Hô�Ç>h_�%ò
%i�Ü¼�Ðs�ÀÒ#Q4Re����.

s�]j,n�o�=åJ�Ï@ë�H]jü<1pxy�����©�_��'aº���̀¦�Ð��ì�r"î

�>������
�l�

0A
�#� �̧ØÔ{©�%ò
%i� Ω\� �'aô�Ç ��6£§ ¿º "î
]j

(O�P�) e��_�_� ���5Åq�<ÊÃº u : ∂Ω → R\� @/K�"f n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K���

�>rF�ô�Ç��,

(�ûB~��) e��_�_� a ∈ Ω\� @/K�"f φ(a) = 0 x9� φ′(a) > 0 �̀¦ ëß�7á¤
���H ���

éß��� 1pxy�����©� φ : Ω → ∆�� Ä»{9�
�>� �>rF�ô�Ç��

\�¦ °ú s� Òqty��
�#� �Ð��. t��FK��t� 0A\�"f �7H7£xô�Ç ��Ér	כ ��6£§

• �̧ØÔ{©�%ò
%i� Ω\� @/
�#� (O�P�)�� $í
wn�
���� (�ûB~��) �̧ $í
wn�ô�Ç��
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�̀¦ 7£x"î
ô�Ç �.���s	כ Õª ìøÍ@/ ~½Ó�¾Ó, ��r� ú́�
�#� (�ûB~��)s� $í
wn�ô�Ç�� ��&ñ



��¦ (O�P�)\�¦7£x"î

���H���Érs�Õþ�_�Ãºï	כr�̀¦�Å�t�ëß�,>h|ÄÌ&h����~½ÓZO��̀¦

�è>hô�Ç��. ���$�, ��&ñ
 (�ûB~��)\� _�
�#� Ω\�"f ∆�Ð ����H ���éß��� 1pxy��

���©� φ��
����>rF�ô�Ç��.Õª���X<, �̧ØÔ{©�%ò
%i� Ω\�"f ∆�Ð����H���éß���

1pxy�����©��Ér Ω\�"f ∆�Ð ����H ���éß��� ���5Åq���©�Ü¼�Ð SX��©�÷& 9, SX��©��)a

���©�_�%i����©��̧���5Åqe��s� ú̧� ·ú��94Re����.s�]j,���5Åq�<ÊÃº u : ∂Ω → R

�� ÅÒ#Qt����, u ◦ φ−1�� ∂∆0A\�"f ���5Åqs���. éß�0A"é¶óøÍ\�"f��H �̧��H n�

o�=åJ�Ï@ ë�H]j�� K�\�¦ ��t�Ù¼�Ð, ���5Åq�<ÊÃº Ũ : ∆ → C�� �>rF�
�#� ∆

0A\�"f �̧�o�<ÊÃºs��¦, |z| = 10A\�"f Ũ(z) = u ◦ φ−1(z)s���. Õª�Q���

U = Ũ ◦ φ�� ÅÒ#Q��� n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K�e���̀¦ ~1�>� ·ú� Ãº e����.

��z�́ (�ûB~��) x9� (O�P�)��H �̧ØÔ{©�%ò
%i��Ð�� �s̀��� {9�ìøÍ&h���� %ò
%i�\�"f

$í
wn��<Ês� ú̧� ·ú��94R e��t�ëß� s�\� @/ô�Ç �̂>�&h���� /BNÂÒ��H s� Õþ�_� Ãºï�r

�̀¦ �Å���H��. \V\�¦ [þt#Q"f e��_�_� éß�í�H������%ò
%i�\�"f n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j�� Û�¦

�2;����H ��s	כ ú̧� ·ú��94R e��Ü¼ 9, �Ð�� {9�ìøÍ&h���� %ò
%i�\� @/K�"f�̧ Õª #�

|9�½+Ës� �-Áº ���t� ·ú§Ü¼��� n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j_� K�\�¦ ¹1Ô�̀¦ Ãº e����. Õª�Q��,

½̈"í
 Ýüt�2; \P��2;"é¶óøÍ ∆ \ {0}%�!3� Õª #�|9�½+Ë {0} ∪ {z : |z| ≥ 1}_� �̧y��
��î�rX< ô�Ç &h�Ü¼�Ð s�ÀÒ#Q��� �̧y��s� e����H �â
Äº n�o�=åJ�Ï@ ë�H]j�� Û�¦o�t�

·ú§��H��.(6)

ô�Ç¼#�, ���éß��� 1pxy�����©�_� �>rF�\� �'aK�"f��H (�ûB~��)s� �̧ØÔ{©�%ò
%i�÷�r

��m��� 4�¤�èî̈
��� ����̂�� ����� e��_�_� éß�í�H������%ò
%i�\�"f $í
wn�ô�Ç����H

��s	כ o�ëß� ���©�&ñ
o�(7)s���.

XNËP� 6.2.6. (o�ëß� ���©�&ñ
o�) õi;�Ð­è��̂@q� .>	«»(Ûo�·
ÖT� fכ� ·ÿ�)Ö<a:@�lB*å�

*9�->	 Ωã# Â6Ò +8� a ∈ Ω�� ®£#eU��̂@, φ(a) = 0 D�� φ′(a) > 0Ãç> ¹ÿ�ø¶;
�¤�<

b9	·ÿ��� �ûB~�����ç¡ f : Ω → ∆T� ­¤G�B
�4� +í<<�Â6Ò��.

(6) ���_þvë�H]j 6.5.8 �̀¦ �ÃÐ�̧
���.

(7) s� &ñ
o���H 1851 �̧� o�ëß�\� _�
�#� ���/åL÷&%3�Ü¼��, þj7áx&h���� 7£x"î
�Ér 20[jl� [þt#Qü<
"f s�ÀÒ#Q&����. s�\� @/ô�Ç %i�����H [24], 8.3]X��̀¦ �ÃÐ�̧
���.
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ëß�{9� Ω = C��4�¤�èî̈
�������̂����� Ω\�"f ∆�Ð����HK�$3��<ÊÃº��Ho�

Äºq�Ä» &ñ
o�\� _�K�"f �©�Ãº�<ÊÃº ÷�rs�Ù¼�Ð, o�ëß� ���©�&ñ
o�\�"f Ω�� 4�¤

�èî̈
���_� ���ÂÒì�r|9�½+Ës�����H ��&ñ
s� 
¹כ��9���.

6.3. #b�a ��m� �� ḈÐ��(�×

s�]X�\�"f��H#��Q��t�éß�í�H������%ò
%i� Ω\�@/
�#����éß���1pxy�����©�

φ : Ω → ∆\�¦ ¹1Ô�� �Ð��. ���$� ìøÍî̈
��� Hu = {z : Im z > 0}\�¦ Òqty��K�
�Ð��. s� �â
Äº, &h� 0, 1, ∞\�¦ −1, −i, 1�Ð �Ð?/��H {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº\�¦ Òqty��


���� �)a��. t�èß� 1.3]X�_� /BNd�� (17) �̀¦ s�6 x
����, ½̈
���H �<ÊÃº��H

(w + 1)(−i− 1)
(w − 1)(−i+ 1)

= lim
z3→∞

(z − 0)(1− z3)
(z − z3)(1− 0)

= z

\�"f

φ(z) = w =
z − i

z + i
(11)

\�¦ %3���H��. s� M:, φ(i) = 0 ∈ ∆s�Ù¼�Ð, "é¶
���H ���8̈�e���̀¦ SX����½+É Ãº

e����.

'Ö<<K 6.3.1. ìøÍî̈
��� Hu\�"f ∆�Ð ����H 1pxy�����©��̀¦ �̧¿º ¹1Ô����.

w =
z − i

z + i
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'Ö<<K 6.3.2. ìøÍî̈
��� H = {(x, y) : y < x+ 1}\�"f ∆�Ð ����H 1pxy�����©��̀¦ 
�
�� ¹1Ô����.

{9�	�ì�rÃº�<ÊÃº (11) �̀¦ s�6 x
���� #��Q ��t� 1pxy�����©��̀¦ ¹1Ô�̀¦ Ãº e��

��. \V\�¦ [þt#Q, {9���ì�r���

Ω = {z : Re z > 0, Im z > 0}

\�"f ∆�Ð ����H ���éß��� 1pxy�����©��̀¦ %3�Ü¼�9��� ���8̈� z 7→ z2õ� 1pxy�����©�

(11) �̀¦ ½+Ë$í

���� �)a��. s� M:, "é¶
���H ���éß��� 1pxy�����©��Ér

φ(z) =
z2 − i

z2 + i

s���. {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº (11)_� %i����©�

φ(z) = −iz + 1
z − 1

�ÉrÓüt�:r\P��2;éß�0A"é¶óøÍ ∆\�¦ìøÍî̈
��� Hu�Ð?/��HX<,s����8̈��̧ #��Q�â
Äº

\� Ä»6 x
�>� æ¼�����. ìøÍî̈
��� Hu\�¦ r�>�~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð
π

2
ëß��pu �r���
���� ¢̧

���Ér ìøÍî̈
���

Hr = {z : Re z > 0}

s� �)a��. ����"f, ���8̈�

φ(z) = (−i) ·
(
−iz + 1
z − 1

)
=

1 + z

1− z

�Ér \P��2;"é¶óøÍ ∆\�¦ ìøÍî̈
��� Hr�Ð �Ð�·p��. s� ���8̈��Ér :£¤y� ìøÍ"é¶óøÍ

∆u = {z ∈ ∆ : Im z > 0}

�̀¦ {9���ì�r���Ü¼�Ð �Ð�·p��. s�\�¦ s�6 x
����

Ω = {z : Re z > 0, Im z > 0, |z| < 1}

\�¦ #Qb�G>� 
���� ∆�Ð �Ðè­q Ãº e����Ht� ·ú� Ãº e����HX<, ��6£§ %ò
%i�

Ω → ∆u →{9���ì�r���→ Hu → ∆
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[þt�̀¦ 	�YV�Ð Òqty��
���� �)a��.

'Ö<<K 6.3.3. %ò
%i� Ω = {z ∈ ∆ : Re z > 0, Im z > 0}\�¦ ∆�Ð �Ð?/��H ���éß���
1pxy�����©� φ\�¦ 
��� ¹1Ô����. s� �â
Äº φ(a) = 0��� a ∈ Ω\�¦ ½̈
��¦ φ′(a)_� °úכ
�̀¦ ½̈
�#���.

-
w = z2

-

w =
1 + z

1− z

�
�

�
���

w = z2

�

w =
z − i

z + i
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s�]j, s�	�ì�rÃº�<ÊÃº\�¦ Òqty��K� �Ð��HX<, ���©� çß�éß�ô�Ç +þAI����

w = φ(z) =
1
2

(
z +

1
z

)
, z ∈ C \ {0} (12)

\�¦ ¶ú�(R�Ð��. Äº��� �̧�<ÊÃº\�¦ ½̈K� �Ð���

φ′(z) =
z2 − 1
2z2

s�Ù¼�Ð φ��H C \ {0,±1} 0A\�"f 1pxy�����©�s���. ô�Ç¼#�, f��]X� >�íß�
�#�

�Ð���

φ(z1) = φ(z2) ⇐⇒ z1 = z2 <�Ê�Ér z1z2 = 1 (13)
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e���̀¦·ú�Ãºe����.����"f,s����8̈��Éréß�0A"é¶?/ÂÒ∆ü<éß�0A"é¶ü@ÂÒ C\∆
\�"fô�Ç&h�m�� ú̧��Ér¿º&h��̀¦°ú �Ér&h�Ü¼�Ð�Ð�·p��.s���H��u����8̈� w = z2

s� "é¶&h��̀¦ ×�æd��Ü¼�Ð @/g�A÷&��H ¿º &h��̀¦ °ú �Ér &h�Ü¼�Ð �Ð?/��H ��õ	כ ��ðøÍ

��t�s���.

ëß�{9� z = reiθ�� ¿º�¦, w = u+ iv�� ¿º���

u =
1
2

(
r +

1
r

)
cos θ, v =

1
2

(
r − 1

r

)
sin θ

s���. #�l�"f, θü< r �̀¦ �è��
���� y��y��

u2[
1
2

(
r +

1
r

)]2 +
v2[

1
2

(
r − 1

r

)]2 = 1,
u2

cos2 θ
− v2

sin2 θ
= 1 (14)

�̀¦ %3���H��. ����"f, éß�0A"é¶ îß�\�"f "é¶&h��̀¦ ×�æd��Ü¼�Ð ìøÍt�2£§s� r��� "é¶

�Ér �©�»¡¤_� U�́s���
1
r

+ rs��¦, éß�»¡¤_� U�́s���
1
r
− r��� ��"é¶Ü¼�Ð ���8̈��)a

��. Õª ìøÍt�2£§ rs� 1\� ����Ö�¦Ãº2�¤ ±ú����K�4R"f éß�0A"é¶�Ér z�́Ãº»¡¤ 0A_�

½̈çß� [−1, 1]�Ð ���8̈�÷&�¦, Õª ìøÍt�2£§ rs� 0\� ����Ö�¦Ãº2�¤ ÑüæÕªXO�>� ÷&

���"f Áºô�Çy� &������. ¢̧ô�Ç, "é¶&h�õ� eiθ ��s�_� ���ì�r�Ér �©�/BG���Ü¼�Ð ���8̈�

÷&��HX<, ô�Ç Aá¤ �©�/BG���_� ìøÍÜ¼�Ð ���8̈��)a��.

'Ö<<K 6.3.4. "î
]j (13) �̀¦ 7£x"î

�#���. ¢̧ô�Ç, �'a>�d�� (14)\�¦ Ä»�̧
�#���.

t��FK��t� �7H_�ô�Ç �Ü¼�Ð	כ p�ÀÒ#Q �<ÊÃº

φ : {z : 0 < |z| < 1} → C \ {z : Im z = 0, −1 ≤ Re z ≤ 1} (15)

��H ���éß��� 1pxy�����©�s���. s� ���©��Ér ��z�́ {9�	�ì�rÃº�<ÊÃºü< s�	��<ÊÃº_�

½+Ë$í
Ü¼�Ð s�K�½+É Ãº e����. ���$�, \P��2; éß�0A"é¶óøÍ ∆\�¦ ìøÍî̈
��� Hu�Ð �Ð

?/��H {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº\�¦ Òqty��ô�Ç��. Óüt�:r (11)\�"f &ñ
_�ô�Ç {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº

_� %i��<ÊÃº

φ1(z) = −iz + 1
z − 1

\�¦ ú̧�Ü¼��� �)a��. Õª ��6£§ ���8̈�

φ2 : z 7→ z2 : Hu → C \ {z : Im z = 0, Re z ≥ 0}
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�̀¦ Òqty��ô�Ç��. s�]j, φ2(φ1(0)) = φ2(i) = −1e���̀¦ %i�¿º\� ¿º�¦, [j &h�

−1, 0, ∞\�¦ ∞, −1, 1�Ð y��y�� �Ð?/��H {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº

φ3(z) =
z − 1
z + 1

\�¦ ú̧�Ü¼��� φ = φ3 ◦ φ2 ◦ φ1e���̀¦ ���Ð SX����½+É Ãº e����.
'Ö<<K 6.3.5. 1pxy�����©� (15)�� ������©�e���̀¦ �Ð#���. ¢̧ô�Ç, φ = φ3 ◦ φ2 ◦ φ1s�

$í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.

c �� ��

c ��c

?

φ1(z) = −iz + 1
z − 1

6
φ3(z) =

z − 1
z + 1

-
φ2(z) = z2

-

φ(z) =
1
2

(
z +

1
z

)
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'Ö<<K 6.3.6. s�	�ì�rÃº�<ÊÃº (12)\�"f, éß�0A"é¶õ� z = 1\� ü@]X�
���H "é¶�Ér #Q�"�
�̧_þvÜ¼�Ð ���8̈�÷&��Ht� [O�"î

��¦, ÕªaË>�̀¦ Õª�9�Ð����.

s�]j, Ãºf�� {� �̧�ª�_� %ò
%i�

Ω = {z : −1 < Re z < 1}

�̀¦ #Qb�G>� \P��2; éß�0A"é¶óøÍ ∆�Ð �Ð?/��Ht� ·ú����Ð��. s� �â
Äº, çß����s� π

���Ãºî̈
{���t�Ãº�<ÊÃº\�_�
�#�ìøÍî̈
���Ü¼�Ðçß�����H�.���s�Ùþ�d��s	כ ½̈

�̂&h�Ü¼�Ð ��6£§ éß�>�\�¦ ��u���� ÷&��HX<, [j &h� 0,±1 �̀¦ �¦&ñ

�#��� 
���H

�â
Äº\�¦ Òqty��
���.

• iz\�¦ s�6 x
�#� Ãºî̈
 {� {z : −1 < Im z < 1}�Ð �Ð�·p��.

• π

2
(z + i)\�¦ s�6 x
�#� Ãºî̈
 {� {z : 0 < Im z < π}�Ð �Ð�·p��.

• ez
\�¦ s�6 x
�#� ìøÍî̈
��� Hu�Ð �Ð�·p��.

s� [j éß�>�\�¦ ��u���H 1lxîß� ÅÒ#Q��� [j &h��Ér

{−1, 0, 1} −→ {−i, 0, i} −→ {0, π
2
i, πi} −→ {1, i,−1}
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Ü¼�Ð ���8̈��)a��. s�]j, ìøÍî̈
��� Hu\�¦ ∆�Ð �Ð?/���"f [j &h� {1, i,−1} �̀¦
{−1, 0, 1}�Ð�Ð?/�9��� {0, i,∞}\�¦ {i, 0− i}<�Ê�Ér {−i, 0, i}�Ð�Ð?/��ô�Ç
��. ����"f, ½̈
���H {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº��H

w =
z − i

iz − 1
= i

1 + iz

1− iz
, <�Ê�Ér w =

z − i

1− iz
= −i1 + iz

1− iz

���X<, �̧|	�\� ú́���H ��Ér	כ �����s���. ���²DG, ½̈
���H ���8̈��Ér ��6£§ [j ���8̈�

πi

2
(z + 1), ez, i

1 + iz

1− iz

_� ½+Ë$í
���

w = φ(z) = i
1 + ie(πi/2)(z+1)

1− ie(πi/2)(z+1)
= i

1− eπiz/2

1 + eπiz/2
= tan

π

4
z

�Ð ÅÒ#Q�����.

r = 1− 10−5

r = 0.5

rrrr rrrr r
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'Ö<<K 6.3.7. [j &h� −1, i, 1 �̀¦ 1, 0,−1�Ð �Ð?/��H {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº\�¦ t�èß� 1.3]X�
_� (17) �̀¦ s�6 x
�#� ½̈
�#���.

'Ö<<K 6.3.8. ���8̈� w = φ(z)%i����8̈�s�

z = ψ(w) =
4

π
arctanw =

2

πi
Log

1− iw

1 + iw

�Ð ÅÒ#Qf���̀¦ �Ð#���.(8) ¢̧ô�Ç, z�́Ãº r ∈ (−1, 1)\� @/
�#� ψ(r)õ� ψ(ir)_� °úכ
�̀¦ ½̈
�#���.

(8) ���_þvë�H]j 3.4.8 x9� ���_þvë�H]j 4.5.7 �̀¦ �ÃÐ�̧
���.
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6.4. ��ḈÐÌfCø� �� ḈÐ��(�×

s�]X�\�"f��H��t�}��Ü¼�Ð���y��+þAs�����y��+þA1px��y��+þAõ��'aº���)a���

éß��� 1pxy�����©�\� @/
�#� ·ú����:r��. ��y��+þAs� 
��� ÅÒ#Q&���̀¦ M: s� ��

y��+þA_� ?/ÂÒ\�¦ ìøÍî̈
��� <�Ê�Ér \P��2; éß�0A"é¶óøÍÜ¼�Ð �Ð?/��H 1pxy�����©��̀¦ #Q

b�G>� ëß�×¼��H�� 
���H ë�H]j��H ���r� ]X�#Q¿º�¦, Áºo��<ÊÃº_� &h�ì�rÜ¼�Ð ����

����H �<ÊÃº\�¦ Òqty��
���. Äº��� ô�Ç ��t� \V�Ð"f ��6£§ ���8̈�

φ(z) =
∫ z

0

1√
ζ + 1

√
ζ
√
ζ − 1

dζ (16)

�̀¦ ¶ú�(R�Ð��. #�l�\�"f Áºo��<ÊÃº

z 7→
√
z = e(log

∗ z)/2

��H ¼#�y���̀¦

(
−π

2
,
3π
2

)
\�"f 2[
���H ¼#�y��_� ��t�\�¦ ��6 xô�Ç��. Õª�Q���

z 7→
√
z : C \ {−it : t ≥ 0} →

{
z : z 6= 0, −π

4
< arg z <

3π
4

}
��H z 7→ z2_� %i����©�Ü¼�Ð"f Óüt�:r ���éß��� 1pxy�����©�s���. Õª�Q��� &h�ì�r

°úכ (16)_� x�&h�ì�r�<ÊÃº��H ìøÍî̈
��� Hu0A\�"f K�$3��<ÊÃºs�Ù¼�Ð, e��_�_�

z ∈ Hu\� @/
�#� &h�ì�rs� ú̧� &ñ
_�÷&#Q φ(z)��H Hu 0A\�"f K�$3��<ÊÃºs�

��.(9) ���$� z�� z�́Ãº»¡¤�̀¦ ����"f �ª�_� ~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð ¹¡§f��{9� M: φ(z)�� #Q

b�G>� ¹¡§f��s���Ht� ¶ú�(R�Ð��. s�]j, z = t ∈ Rs��� ¿º���

φ′(t) =
1√

t+ 1
√
t
√
t− 1

��H t�� 5Åqô�Ç ½̈çß� I\� ����"f ��6£§ °ú̀�כ¦ �������. #�l�"f R+ü< R−��H

y��y�� �ª�õ� 6£§_� z�́Ãº»¡¤�̀¦ ����?/�¦, I+ü< I−��H �ª�õ� 6£§_� )�Ãº»¡¤�̀¦

y��y�� �����·p��.

(9) :£¤s�&h�ì�r

∫ ∞

0

1
√

t
dt�� Ä»ô�Ç°úכe���̀¦ Ä»_�
���.
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(−∞,−1] [−1, 0] [0, 1] [1,∞)

1/
√
t+ 1 I− I− I− R+

1/
√
t I− I− R+ R+

1/
√
t− 1 I− R+ R+ R+

φ′(t) I+ R− I− R+

����"f, t�� z�́Ãº»¡¤�̀¦ �ª�_� ~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð ¹¡§f��s���H 1lxîß� φ(t)��H 4�¤�èî̈
���

�̀¦ 0A�Ð, ýa�Ð, ��A��Ð, Äº�Ð ¹¡§f��e���̀¦ ·ú� Ãº e����.

s�]j, φ(t)_� °ú̀�כ¦ ½̈�̂&h�Ü¼�Ð ·ú����Ð��. ëß�{9� 0 ≤ t ≤ 1s���� y��

r ∈ [0, t]\� @/
�#� r(r2 − 1) ≤ 0s�Ù¼�Ð

φ(t) = −i
∫ t

0

dr√
r(1− r2)

s���. ô�Ç¼#� t ≥ 1s����

φ(t) = −i
∫ 1

0

dr√
r(1− r2)

+
∫ t

1

dr√
r(r2 − 1)

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ��ðøÍ��t��Ð t ≤ 0s����

φ(t) =


∫ −t

0

dr√
r(1− r2)

, −1 ≤ t ≤ 0∫ 1

0

dr√
r(1− r2)

− i

∫ −t

1

dr√
r(r2 − 1)

, −∞ < t ≤ −1

�� �)a��. s�]j,

κ =
∫ 1

0

dr√
r(1− r2)

�� ¿º��. #�l�"f r =
1 + s

1− s
�Ð u�8̈�
����

∫ ∞

1

dr√
r(r2 − 1)

=
∫ 1

0

ds√
s(1− s2)

= κ
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s���. ô�Ç¼#�, ìøÍî̈
���\� [þt#Q����H it ∈ Hu\� @/
�#� φ(it)\�¦ ½̈K��Ð���

φ(it) =
∫ t

0

idr√
ir(−r2 − 1)

= e−πi/4

∫ t

0

dr√
r(1 + r2)

s���. ����"f, ���8̈� φ��H ìøÍî̈
��� Hu\�¦ ��6£§

κ− iκ, κ, 0, −iκ, κ− iκ

�̀¦ =�Gt�&h�Ü¼�Ð 
���H &ñ
��y��+þAÜ¼�Ð �Ð?/��H 1pxy�����©�e���̀¦ ·ú� Ãº e����.

@
@

@
@

w = φ(z)

r r
r b

rrr t
t

s�]j, &ñ
��y��+þA_� ���_� U�́s���� κ_� °ú̀�כ¦ ½̈K��Ð��. s�\�¦ 0A
�#�

1− r2 = s�Ð u�8̈�
����

κ =
∫ 1

0

r−1/2(1− r2)−1/2dr =
1
2

∫ 1

0

(1− s)−3/4s−1/2ds

=
1
2
B

(
1
4
,
1
2

)
=

1
2
·
Γ

(
1
4

)
Γ

(
1
2

)
Γ

(
3
4

)
s���. #�l�"f, B(x, y)��H Z����<ÊÃºs��¦, Γ(x)��H y�����<ÊÃºs���.(10) Õª

���X<
√
π = Γ

(
1
2

)
=

1√
2π

Γ
(

1
4

)
Γ

(
3
4

)
(10) y�����<ÊÃº\� @/ô�Ç �̂>�&h���� /BNÂÒ��H Áºô�ÇY�Lõ� �<Êa� 4�¤�èK�$3�_� ×�æ¹כô�Ç ÅÒ]js�t�ëß�
s�Õþ�_�Ãºï�r�̀¦�Å���H��.y�����<ÊÃºü<Z����<ÊÃº\��'aô�Çl��í&h����?/6 x�Ér�ÃÐ�¦ë�H��³ [2],
8.2]X��̀¦ �ÃÐ�¦
���.
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s�Ù¼�Ð

κ =
1
2
· Γ

(
1
4

)√
π ·

Γ
(

1
4

)
√

2π
=

1
2
√

2π
Γ2

(
1
4

)
≈ 2.622 . . .

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ô�Ç¼#� 1 + r2 =
1
s
�Ð u�8̈�
����

∫ ∞

0

dr√
r(1 + r2)

=
1
2

∫ 1

0

(1− s)−3/4s−3/4ds

=
1
2
B

(
1
4
,
1
4

)
=

1
2
·
Γ2

(
1
4

)
Γ

(
1
2

) =
√

2κ

s�Ù¼�Ð

lim
t→∞

φ(it) = e−πi/4

∫ ∞

0

dr√
r(1 + r2)

= κ− iκ

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ô�Ç¼#�, �<ÊÃº s 7→ (1− s)s��H s =
1
2
�̀¦ ×�æd��Ü¼�Ð @/g�As�

��. ����"f,

1
2
·
√

2κ =
1
2

∫ 1

1/2

(1− s)−3/4s−3/4ds =
∫ 1

0

dr√
r(1 + r)2

�̀¦ %3��¦,

φ(i) = e−πi/4 · 1√
2
κ =

1
2
(κ− iκ)

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. 7£¤, φ��H z = i\�¦ &ñ
��y��+þA_� ×�æd��Ü¼�Ð �Ð�·p��.

s�]j��t�}��Ü¼�Ðz���Ér{9��Ér φ��ìøÍî̈
���Hu\�"f&ñ
��y��+þA S_�?/ÂÒ

�Ð����H���éß����<ÊÃºe���̀¦7£x"î

���H{9�s���.s�\�¦0A
�#�ìøÍî̈
���Huîß�\�

"f RÂÒ'� −R��t� ����H ìøÍ"é¶ ñ\�¦ CRs��� 
���. ¢̧ô�Ç, y�� k = −1, 0, 1

\� @/
�#� k\�¦ ×�æd��Ü¼�Ð ìøÍî̈
��� Hu 0A\� Õª�2; ����Ér ìøÍ"é¶ ñ\�¦ Ck
�

�¦, 5.3]X�_� �Ðl� 2ü< °ú s� s� ìøÍ"é¶ ñ[þt�̀¦ z�́Ãº»¡¤Ü¼�Ð ������ô�Ç éß�{9��̀
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/BG����̀¦ C�� 
���. ëß�{9� |z|�� Ø�æì�ry� ß¼��� |z| < 2|z − k|s�Ù¼�Ð (éß�,

k = −1, 0, 1), |φ′(z)| < 8
|z|3/2

s��¦, s��ÐÂÒ'�∣∣∣∣∫
CR

φ′(z)
∣∣∣∣ ≤ 8

R3/2
· πR

�̀¦ %3�Ü¼Ù¼�Ð, lim
R→∞

∫
CR

φ′(z)dz = 0e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ��ðøÍ��t��Ð y��

k = −1, 0, 1\� @/
�#� Ck_� ìøÍt�2£§�̀¦ rs��� 
���� lim
r→0

∫
Ck

φ′(z)dz = 0

s�Ù¼�Ð,

lim
z→∞, Im z>0

φ(z) = lim
x→∞, x>0

φ(x) = κ− iκ

s���.s�]j,&ñ
��y��+þA?/ÂÒ_�&h� w0\�¦�¦&ñ

��¦ ψ(z) = φ(z)−w0_���H

s� ìøÍî̈
��� Hu 0A\�"f ô�Ç >h_� ��H�̀¦ ��f���̀¦ �Ðs���� �)a��. ���8̈� φ��H z�́

f������̀¦ &ñ
��y��+þA_� ÑütYU�Ð �Ð?/�¦ −1, 0, 1,∞\�¦ y��y�� &ñ
��y��+þA_� W1
=�Gt�&h�Ü¼�Ð �Ð?/Ù¼�Ð, R �̀¦ Ø�æì�ry� ß¼>� ú̧��¦ r �̀¦ Ø�æì�ry� ���>� ú̧�Ü¼���

z ∈ C =⇒ |φ(z)− w0| ≥ δ

��� �ª�Ãº δ > 0\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e����. Õª�Q���∣∣∣∣∫
CR

φ′(z)
φ(z)− w0

∣∣∣∣ ≤ 8
R3/2δ

· πR

s� �)a��. Õª���X<
ψ′(z)
ψ(z)

=
φ′(z)

φ(z)− w0
s�Ù¼�Ð,

lim
R→∞, r→0

1
2πi

∫
C

ψ′(z)
ψ(z)

dz =
1

2πi

∫ ∞

−∞

φ′(t)dt
φ(t)− w0

=
1

2πi

∫
∂S

dw

w − w0
= 1

s�Ù¼�Ð ¼#�y��"é¶o�\�¦ &h�6 x
�#� "é¶
���H ����:r�̀¦ %3��̀¦ Ãº e����.

s�]j, {9�ìøÍ&h���� �̂¦2�¤��y��+þAõ� �'aº���)a 1pxy�����©��̀¦ &ñ
_�
�l� 0A
�#�

��6£§ �̧|	�

t1 < t2 < · · · < tn−1, α1 + α2 + · · ·+ αn−1 + αn = 2
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�̀¦ ëß�7á¤
���H z�́Ãº t1, . . . , tn−1 ∈ Rü< �ª�Ãº α1, . . . , αn ∈ (0, 1)\�¦ �¦&ñ



��¦, �<ÊÃº F : Hu → C\�¦ ��6£§

φ(z) =
∫ z

0

(ζ − t1)−α1(ζ − t2)−α2 · · · (ζ − tn−1)−αn−1 dζ (17)

õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��. #�l�"f �<ÊÃº ω = ζα
��H Hu\�¦ {z : 0 < argω < πα}

�Ð �Ð?/��H �Ü¼�Ð	כ &ñ
ô�Ç��. Äº��� t�� z�́Ãº»¡¤ 0A_� ô�Ç ½̈çß� [ti−1, ti] 0A\�

e���̀¦ M:

φ′(t) = (t− t1)−α1(t− t2)−α2 · · · (t− tn−1)−αn−1

�� �¦&ñ
�)a ¼#�y�� θ �̀¦ ��t�Ù¼�Ð, s� ½̈çß� 0A\�"f φ(t)��H ���ì�r 0A\�¦ ¹¡§f��

s�>� �)a��. s�]j, t�� ½̈çß� [ti−1, ti]\�"f [ti, ti+1]�Ð �Å�#Q°ú� M: #Qb�G>�

÷&��Ht� ·ú����Ð��. s� M:, φ′(t)\�"f (t− ti)_� ÂÒ ñ�� −\�"f +�Ð ���÷¶

��. Õª���X<,

s < 0 =⇒ arg s−α = −πα, s > 0 =⇒ arg s−α = 0

s�Ù¼�Ð

ti−1 < si < ti < si+1 < ti+1 =⇒ arg si+1 = arg si + παi

e���̀¦ ·ú� Ãº e����. 7£¤, t�� z�́Ãº»¡¤ 0A\�¦ ¹¡§f��s����"f ti\�¦ t�±ú� M:���� ¼#�

y��s� παiëß��pu Zþt#Qèß���. Õª�Q��� t�� ∞\�¦ t�±ú� M: 2π −
n−1∑
i=1

αi = παn

ëß��pu ¼#�y��s� Zþt#Q��Ù¼�Ð z�́Ãº»¡¤�Ér (17)\� _�
�#� ��6£§ &h�

φ(t1), φ(t2), . . . , φ(tn−1), φ(∞)

[þt�̀¦ =�Gt�&h�Ü¼�Ð ��t���H �̂¦2�¤��y��+þAÜ¼�Ð ���8̈�H�d�̀¦ ·ú� Ãº e����. t��FK��

t� ¶ú�(R�:r ���8̈� (17) �̀¦ ¬¤��À�Æ¥–Ç�P�Ã��Ôà�Ç(11)
_�@Z9�s��� ÂÒ�Ér��.

(11) Elwin Bruno Christoffel (1829∼1900), 1lq{9� Ãº�<Æ��. Z�\�¦�2;\�"f /BNÂÒô�Ç +'\� 2[
o�y�ü< Strasbourg\�"f �Ö̧1lx
�%i���.
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HHH

HHHHHH�
�

�
�

�
j

3r
φ(ti) παi

ìøÍî̈
��� Hu\�"f ��y��+þAÜ¼�Ð ����H 1pxy�����©��̀¦ &ñ
_�½+É M:, )�Ãº»¡¤\�

@/g�A��� ��y��+þA�̀¦ ëß�[þt�9��� �ª�Ãº k ∈ (0, 1)\�¦ �¦&ñ

��¦ ��6£§

φ(z) =
∫ z

0

dζ√
(1− ζ2)(1− k2ζ2)

, z ∈ Hu (18)

õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��. #�l�\�"f, x�&h�ì�r�<ÊÃº_� ì�r�̧��H (17)õ� °ú s� y�� {9�

	�d��_� ]jY�L��H�̀¦ 2[ô�Ç Êê Y�Lô�Ç �Ü¼�Ð	כ s�K�ô�Ç��. ëß�{9�

K =
∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, K ′ =
∫ 1/k

0

dt√
(t2 − 1)(1− k2t2)

s��� ¿º��� F (z)�Ér ìøÍî̈
��� Hu �̀¦ ��6£§ W1 &h�

φ(−1
k

) = −K + iK ′, φ(−1) = −K, φ(1) = K, φ(
1
k

) = K + iK ′ (19)

�̀¦ =�Gt�&h�Ü¼�Ð 
���H ��y��+þA R0_� ?/ÂÒ�Ð �Ð�·p��.

'Ö<<K 6.4.1. 1pxd�� (19)\�¦ �Ð#���. ¢̧ô�Ç, φ(∞) = iK′
e���̀¦ �Ð#���.

s�]j ���8̈� φ : Hu → R0_� %i����8̈� ψ : R0 → Hu\�¦ Òqty��
���. #�l�

"f ψ(iK ′) = ∞�Ð s�K�ô�Ç��. s� ���8̈� ψ_� &ñ
_�%i��̀¦ #Qb�G>� 4�¤�èî̈
���

����̂�Ð SX��©�½+É Ãº e����Ht� ·ú����Ð��. �<ÊÃº ψ��H &ñ
_�%i� îß�\� e����H z�́Ãº

[þt�̀¦ �̧¿º z�́Ãº�Ð �Ð�·p��. ëß�{9� s� �<ÊÃº�� R0\�¦ z�́Ãº»¡¤ ×�æd��Ü¼�Ð @/g�A

���8̈�ô�Ç ��y��+þA R1��t� &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº����� z�́Ãº»¡¤ 0A\�"f "4�/åLÃº���

>h
���� Õª >�Ãº�� �̧¿º z�́Ãºs��¦, ����"f 1pxd��

ψ(z) = ψ(z), z ∈ R0 ∪R1 (20)

�̀¦ ëß�7á¤K��� ô�Ç��.(12) ���²DG, 1pxd�� (20) �̀¦ z ∈ R1\� @/ô�Ç ψ(z)_� &ñ
_�

�Ð ������� ½+É �.���s	כ s�]j, �Ð�� {9�ìøÍ&h���� �©�S!��̀¦ Òqty��
���.

(12) ���_þvë�H]j 4.5.16 �̀¦ �ÃÐ�̧
���.
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XNËP� 6.4.1. (ìøÍ��"é¶o�) *å�*9� Ω+ ⊂ Huq� #Ü�4��� F�B¬£_k;q� ¦�µÿ� I¿ì>

�Ô�ÈÕÂ6Ò��z� ��+ä�
�z�

Ω− = {z : z ∈ Ω+}, Ω = Ω+ ∪ I ∪ Ω−

�� £̈��. �¡Â6Ò, a:@ö¶;�ÈÕ¬£ f : Ω+ ∪ I → C�� Ω+ a�;c"k AI)o�+8�T�z� ��»

q�q� z ∈ I;c 60
�#l f(z) ∈ R�� 
���. T� CI,

F (z) =

{
f(z), z ∈ Ω+ ∪ I,
f(z), z ∈ Ω−

�� +ä�q�
��̂@ F (z)¤�< Ω a�;c"k AI)o��ÈÕ¬£T���.

ëß�{9� z0 ∈ Ω+
��H~½Ó\�"f f(z) =

∑
n an(z − z0)ns���� z0 ∈ Ω−_�

��H~½Ó\�"f F (z) = f(z) =
∑

n an(z − z0)n
��H K�$3��<ÊÃºs���. s�]j, �<ÊÃº

F (z)�� I 0A\�"fK�$3��<ÊÃºe���̀¦�Ðs����÷&��HX<,&ñ
o� 4.3.3_� (��)\�¦s�

6 x
���� �)a��. z�́]j�Ð ½̈çß� Iü< ëß�����H ��y��+þA Rs� ÅÒ#Qt���� R_� x9�

����̀¦ L+
ε = {z ∈ R : Im z = ε}��Ë̈#Q ��y��+þA R+

ε s��� 
��¦, ��y��+þA R

�À»����̀¦ L−ε = {z ∈ R : Im z = −ε}�Ð ��Ë̈#Q Òqt|�� ��y��+þA�̀¦ R−ε s���


���. Õª�Q���, �<ÊÃº_� ���5Åq$í
\� _�
�#�
∫

L+
ε

F (z)dz�Ér ε→ 0\� ����"f∫
I∩R

f(z)dz�Ð Ãº§4�
�>� �)a��. &h�ì�r°úכ
∫

L−ε

F (z)dz �̧ ��ðøÍ��t�s�Ù¼�Ð

∫
∂R

F (z)z = lim
ε→0

∫
∂R+

ε +∂R−ε

F (z)dz = 0

e���̀¦ ·ú� Ãº e���¦, ����"f F (z)��H Ω 0A\�"f K�$3��<ÊÃºs���.

-

�

-

-
�

�

R−ε

R+
ε
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s�]j��y��+þA R0_�?/ÂÒ\�ìøÍ��"é¶o�\�¦&h�6 x
����, R0\�¦z�́Ãº»¡¤\�@/

g�A���8̈�
�#�%3��Ér��y��+þA R1��t�K�$3��<ÊÃº ψ��&ñ
_��)a��.Õª�Q��� ψ��H

��y��+þA R0 ∪R1_� ?/ÂÒ\�¦ Hu ∪ (−1, 1) ∪ {z : z ∈ Hu}�Ð �Ð?/��H 1pxy��
���©�s� �)a��. ô�Ç¼#�, ��y��+þA R0\�¦ �À»���\� @/g�A���8̈�
�#� %3��Ér ��y��+þA�̀¦

R2�� 
���. Õª�Q��� ψ��H ��ðøÍ��t� ~½ÓZO�Ü¼�Ð R2��t� &ñ
_��� SX��©��)a��.

½̈�̂&h�Ü¼�Ð ¶ú�(R�Ð��� z ∈ R2\� @/
�#� R0 ∩R2\�¦ ×�æd��Ü¼�Ð @/g�A���8̈�


�#� z + 2iK ′
�̀¦ %3���HX<,

ψ(z) = ψ(z + 2iK ′) = ψ(z − 2iK ′) = ψ(z − 2iK ′)

Ü¼�Ð &ñ
_�ô�Ç��. s�ü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�Ð >�5Åq &ñ
_�%i��̀¦ SX��©�
���� �<ÊÃº ψ

��H %ò
%i� S0 = {z : −K < Re z < K} \�"f &ñ
_��)a��. :£¤y�, ~½Ó�FK ¶ú�(R

�:r ��ü< °ú s� ψ��H ÅÒl��� 2iK ′��� ÅÒl��<ÊÃºs���. ��ðøÍ��t� ~½ÓZO��̀¦ >�

5Åq &h�6 x
���� %ò
%i� S0\�¦ �̧�ÉrAá¤ �â
>�\�¦ ×�æd��Ü¼�Ð @/�½Ós�1lxô�Ç %ò
%i� S1

��t� &ñ
_�%i�s� SX��©�÷&�¦, ���²DG 4�¤�èî̈
��� ����̂�Ð SX��©��)a��. :£¤y� s� �<Ê

Ãº_� ÅÒl���H 4Ke���̀¦ ·ú� Ãº e����. ����"f, ��y��+þA

R = {z : −K ≤ Re z < 3K, 0 ≤ Im z < 2K ′}

0A\�"f �<ÊÃº\�¦ ¶ú�(R�Ð��� �)a��.

'Ö<<K 6.4.2. %ò
%i� S0\�"f &ñ
_��)a �<ÊÃº ψ\�¦ S1��t� &ñ
_�%i��̀¦ SX��©�
���H õ�

&ñ
�̀¦ [O�"î

�#���. ¢̧ô�Ç, e��_�_� w0 ∈ C∪ {∞}\� @/
�#� ψ(z) = w0\�¦ ëß�7á¤
�

��H 4�¤�èÃº z�� R îß�\� ¿º >h e��6£§�̀¦ �Ð#���.

b
b
b

b
b
b

b
b
b

R0

R1

R2

S0 S1S2

r
rr
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s�p� ¶ú�(R�Ð��¤1pws� �<ÊÃº ψ��H R îß�\�"f ¿º >h_� �¦wn�:£¤s�&h� iK ′,

2K + iK ′
�̀¦ �������. ����"f, �<ÊÃº ψ_� :£¤s�&h��Ér ��6£§ g1J

2nK + (2m+ 1)iK ′, m, n = 0,±1,±2, . . .

s���. ô�Ç¼#� �<ÊÃº ψ��H R îß�\�"f ¿º >h_� éß���H 0, 2K\�¦ �������. ����"f,

�<ÊÃº ψ_� �̧��H ��H�Ér éß���Hs��¦, ��6£§ g1J

2nK + 2miK ′, m, n = 0,±1,±2, . . .

�Ð ÅÒ#Q�����.

'Ö<<K 6.4.3. �<ÊÃº ψ��H �̧��H :£¤s�&h�\�"f éß��FG�̀¦ ��f���̀¦ �Ð#���.

&h�ì�r (18)�Ér "é¶A� ��"é¶_�  ñ_� U�́s�\�¦ ½̈
���H ë�H]j\�"f Ø�¦µ1Ïô�Ç &h�

ì�rs���. ����"f, s��Qô�Ç �̧�ª�_� &h�ì�r�̀¦ ��4wH+8�(Ûos��� ÂÒ�Ér��. s�ü< �<Ê

a�, 0A\�"f ¶ú�(R�:r �<ÊÃº ψ\�¦ ��4wH�ÈÕ¬£�� ÂÒØÔ��HX<, s� �<ÊÃº_� Ùþ�d�� $í


|9��Ér ÅÒl��� ¿º >h����H ��z�́s���. s�ü< °ú s� ÅÒl��� ¿º >h��� ÅÒl��<ÊÃº

\�¦ {9�ìøÍ&h�Ü¼�Ð ��4wH�ÈÕ¬£�� ÂÒ�Ér��. :£¤y� ·ú¡\�"f ¶ú�(R�:r ��"é¶�<ÊÃº ψ��H

ØÔïß�×¼ØÔ,(13) ��6\�, ���ïq�(14)
1px\� _�
�#� ���½̈÷&%3���HX<, �Ð:�x ���Ø

R� ��4wH�ÈÕ¬£�� ÂÒØÔ�¦ s�\�¦ sn z�Ð ��H��. s� �<ÊÃº��H sin �<ÊÃºü< #��Q ��

t� ���\�"f Ä»��ô�Ç $í
|9��̀¦ �������.(15) ��"é¶�<ÊÃº��H &ñ
Ãº�:r�̀¦ q�2�©ô�Ç Ãº

�<Æ ���ìøÍ\�"f ×�æ¹כô�Ç %i�½+É�̀¦ 
���HX<, s�\� @/ô�Ç �̂>�&h���� /BNÂÒ��H s� Õþ�

_� #3�0A\�¦ �Å���H��.

6.5. ¥o>¢æ¹%K�V�

6.5.1. K�$3��<ÊÃº\� �'aô�Ç �½Ó1px&ñ
o��� �̧�o�<ÊÃº\� @/
�#� $í
wn�
���Ht� ¶ú�(R�Ð
����.

(13) Adrien-Marie Legendre (1752∼183), áÔ|½ÓÛ¼ Ãº�<Æ��. ÅÒ�Ð ��o� Académie des
Sciences\�"f �Ö̧1lx
�%i���.

(14) Carl Gustav Jacob Jacobi (1804∼1851), 1lq{9� Ãº�<Æ��. Z�\�¦�2;\�"f /BNÂÒ
��¦,
Königsberg (Kaliningrad, �&³F� �Qr��� %ò
�Ð), ��o�, Z�\�¦�2; 1pxt�\�"f �Ö̧1lx
�%i���.

(15) ���_þvë�H]j 6.5.18 �̀¦ �ÃÐ�̧
���.
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6.5.2. éß�í�H������%ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a ¿º �̧�o�<ÊÃº u1(z)ü< u2(z)\� @/
�#�
u1(z)u2(z) ≡ 0s����¦ 
���. Õª�Q��� Ω 0A\�"f u1(z) ≡ 0 ¢̧��H u2(z) ≡ 0e���̀¦
�Ð#���.

6.5.3. �̧�o�<ÊÃº u, v\� @/
�#� ��6£§s� 1lxu�e���̀¦ �Ð#���.

(��) uv�� �̧�o�<ÊÃºs���.
(��) &h�]X�ô�Ç �©�Ãº c, d ∈ R\� @/
�#� cuü< dv�� �̧�o(��YUs���.

6.5.4. �<ÊÃº z 7→ log |1 + z|ü< 1pxd�� (3) �̀¦ s�6 x
�#� ��6£§ 1pxd��∫ π

0

log sin θdθ = −π log 2

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.(16)

6.5.5. "é¶óøÍ D(0, R) �̀¦ �í�<Ê
���H %ò
%i� 0A\�"f &ñ
_��)a �̧�o�<ÊÃº u(z)\� @/
�
#� ��6£§ 1pxd��

u(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π

R2 − r2

R2 − 2rR cos(θ − t) + r2
u(Reiθ) dt

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#��� (éß�, r < R).

6.5.6. |z| < 1\�"f �̧�o�<ÊÃºs��¦ |z| = 1\�"f ��6£§

u(eiθ) =

{
1, 0 < θ < π

0, π < θ < 2π

�̀¦ ëß�7á¤
���H �̧�o�<ÊÃº\�¦ ¹1Ô����.

6.5.7. )�Ãº»¡¤ I = {z : Re z = 0} 0A\�"f &ñ
_��)a Ä»>����5Åq�<ÊÃº f : I → R\�
@/
�#� �<ÊÃº u\�¦ ��6£§

u(x+ iy) =
1

π

∫ ∞

−∞

xf(it)

x2 + (y − t)2
dt

õ� °ú s� &ñ
_�
����, Re z > 0 0A\�"f u�� �̧�o�<ÊÃºe���̀¦ �Ð#���.

6.5.8. %ò
%i� A = {z : R1 < |z| < R2}\�"f �̧�o�<ÊÃº u(z)�� &ñ
_�÷&#Q e����.
�̧�o�<ÊÃº��H C∞-�<ÊÃºs�Ù¼�Ð, y�� n = 0 = ±1,±2, . . . \� @/
�#�

an(r) =
1

2π

∫ π

−π

u(reiθ)e−inθdθ, R1 < r < R2

�� &ñ
_�
���� ÉÒo�\�/åLÃº s��:r\� _�
�#�

u(reiθ) =

∞∑
n=−∞

an(r)einθ, R1 < r < R2

s� $í
wn�
��¦, s� /åLÃº��H y�� �½ÓZ>��Ð p�ì�r x9� &h�ì�r�̀¦ ½+É Ãº e����.(17)(16) ���_þvë�H]j 4.5.14 x9� 5.5.15\�¦ �ÃÐ�̧
���.
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(��)
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

∂2

∂r2
+

1

r
· ∂
∂r

+
1

r2
· ∂

2

∂θ2
s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.

(��) �<ÊÃº reiθ 7→ a0(r)s� �̧�o�<ÊÃºe���̀¦ �Ð#���.
(��) �<ÊÃº a0(r)��H a0(r) = A log r +B_� g1Je���̀¦ �Ð#���.
(��) �<ÊÃº u : ∆ → R�� ���5Åqs��¦ ∆ \ {0}\�"f �̧�o�<ÊÃº�� ��&ñ

���. ëß�{9�

u|∂∆ = 0s���� u(0) = 0e���̀¦ 7£x"î

�#���.

6.5.9. %ò
%i� Ω\�"f &ñ
_��)a K�$3��<ÊÃº f(z)�� f ′(z0) 6= 0s���� ��6£§ 1pxd��

2πi

f ′(z0)
=

∫
Γ

dz

f(z)− f(z0)

\�¦ ëß�7á¤
���H /BG��� Γ\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e��6£§�̀¦ �Ð#���.

6.5.10. �<ÊÃº f(z)�� "é¶óøÍ D(0, r) 0A\�"f K�$3�&h�s��¦ f 6= 0s���� ��6£§ 1px
d��(18)

log |f(0)| = 1

2π

∫ π

−π

log |f(reiθ)|dθ (21)

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���. s� 1pxd���Ér "é¶óøÍ_� �â
>� {z : |z| = r} 0A\�"f f(z) = 0���
&h�s� e���8���̧ $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���. 7£¤, �<ÊÃº f(z)�� "é¶óøÍ D(0, r) 0A\�"f K�$3�&h�
s��¦, \P��2;"é¶óøÍ D(0, r) 0A\�"f f 6= 0s���� °ú �Ér 1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���. [�̧
¹¡§ú́�: ���_þvë�H]j 4.5.14 (��)]

6.5.11. ��6£§ g1J φ(z) =
az2 + bz + c

dz2 + ez + f
�Ð &ñ
_��)a �<ÊÃº\�¦ T�	�(Ûo¬£�ÈÕ¬£�� ô�Ç

��.

(��) ��6£§ |9�½+Ë

B = {z : φ′(z) = 0, <�Ê�Ér φ(z) �� z \�"f 2-×�æ�FG�̀¦ �������}

�Ér =�G ¿º >h_� "é¶�è\�¦ ��f���̀¦ �Ð#���. ·ú¡Ü¼�Ð,

B = {z1, z2}, φ(z1) = w1, φ(z2) = w2

�� ¿º��. ~½Ó&ñ
d�� φ(z) = w1 x9� φ(z) = w2��H ô�Ç >h_� ��H�̀¦ ��f���̀¦ �Ð#�

��. ëß�{9� w0 6= w1, w2s���� ~½Ó&ñ
d�� φ(z) = w0��H ¿º >h_� ��H�̀¦ ��f���̀¦ �Ð

#���.

(17) �ÃÐ�¦ë�H��³ [2], 9.4]X��̀¦ �ÃÐ�¦
���.

(18) 1pxd�� (21)�Ér ÷$wö=w ð����̧s��� Ô�¦�2;��.

Johan Ludvig William Valdemar Jensen (1859∼1925), D!p��ß¼ Ãº�<Æ��. Ãº�<Æ�Ér ��
_� 1lq�<ÆÜ¼�Ð /BNÂÒ
�%i���. ����o�r��_� l����Ð {9�
����"f :£§:£§s� Ãº�<Æ�̀¦ ���½̈
�%i���.
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(��) ¿º&h� 0,∞\�¦ w1, w2�Ð�Ð?/��H{9�	�ì�rÃº�<ÊÃº φ1\�¦ ú̧��¦, ψ(z) = φ−1
1 ◦φ

�� ¿º��. s� M:, �<ÊÃº ρ =
√
ψ(z)�� ú̧� &ñ
_�÷&�¦, ρ(z)��H {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº

e���̀¦ �Ð#���.
(��) e��_�_� s�	�ì�rÃº�<ÊÃº��H ��6£§ [j ���8̈�

{9�	�ì�rÃº�<ÊÃº, z2, {9�	�ì�rÃº�<ÊÃº

_� ½+Ë$í
Ü¼�Ð jþt Ãº e��6£§�̀¦ �Ð#���.

6.5.12. y�� �¦&ñ
�)a z�́Ãº θ ∈ (0, π)\� @/
�#� %ò
%i� Sθ\�¦ ��6£§

Sθ = {z : |z| < 1, 0 < Arg z < θ}

õ� °ú s� &ñ
_�
�%i��̀¦ M:, Sθ\�¦ ∆�Ð �Ð?/��H ���éß��� 1pxy�����©��̀¦ 
��� ¹1Ô�� �Ð
����.

6.5.13. �<ÊÃº cos z =
eiz + e−iz

2
��H �<ÊÃº z 7→ eiz ü< ���©� (12)_� ½+Ë$í
s���.

(��) Ãºî̈
��� Im z = y0�� cos z\� _�
�#� #Qb�G>� ���8̈�÷&��H�� ¶ú�(R�Ð����.
(��) Ãºî̈
��� Re z = x0�� cos z\� _�
�#� #Qb�G>� ���8̈�÷&��H�� ¶ú�(R�Ð����.
(��) �<ÊÃº cos z��H %ò
%i� Ω = {z : 0 < Im z < π} 0A\�"f 1pxy�����©�e���̀¦ �Ð

#���.
(��) %ò
%i� Ω1 = {z : 0 < Im z < π, Re z > 0}\� @/
�#� �â
>� ∂Ω1õ� Ω1s�

cos z\� _�
�#� #Qb�G>� ���8̈�÷&��Ht� ¶ú�(R�Ð����.
(��) �<ÊÃº w = cos z\� _�ô�Ç Ω_� �©��Ér Áº%Á	����� ¶ú�(R�Ð����.

6.5.14. y�� 4�¤�èÃº α ∈ C\� @/
�#� �<ÊÃº fα\�¦ ��6£§

fα(z) =
z

1 + αz2

õ� °ú s� &ñ
_�ô�Ç��.

(��) s� �<ÊÃº�� ∆ 0A\�"f éß����<ÊÃº�� |̈c α_� �̧|	��̀¦ ¹1Ô����.
(��) s� �<ÊÃº�� ∆ 0A\�"f éß����<ÊÃº{9� M:, Õª �©� fα(∆)\�¦ ½̈
�#���.

6.5.15. y�� z ∈ ∆\� @/
�#�

φ(z) = exp

[
−iLog

{
i

(
1 + z

1− z

)}1/2
]
, z ∈ ∆

�� &ñ
_�
���. s� M:, φ�� 1pxy�����©����t� ¶ú�(R�Ð�¦ Õª �©��̀¦ ½̈
�#���. éß�, z1/2

_� �©��Ér {z : Re z > 0}s��� ��&ñ
ô�Ç��.

6.5.16. y�� z ∈ ∆\� @/
�#�

w = φ(z) =

∫ z

0

1√
1− ζ

√
1 + ζ

√
1− iζ

√
1 + iζ

dζ
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�� &ñ
_�
���. #�l�"f
√
z = e(Log z)/2�Ð &ñ
_�ô�Ç��. ¢̧ô�Ç

κ =

∫ 1

0

1√
1− t4

dt

�� &ñ
_�ô�Ç��.

(��) φ(0) = 0, φ(±1) = ±κ, φ(±i) = ±iκe���̀¦ �Ð#���.
(��) e��_�_� θ ∈ [0, 2π]\� @/
�#� 1pxd��

Arg
1

1− eiθ
=
π − θ

2

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.(19)

(��) �¦&ñ
�)az�́Ãº θ ∈ (−π, π]\�@/
�#� Γθ(t) = teiθ�Ð&ñ
_��)a/BG��� Γθ\�¦Òqt

y��
���. Õª�Q��� y�� k = −2,−1, 0, 1\� @/
�#� ��6£§

π

2
k < θ <

π

2
(k + 1) =⇒ Arg

[
(φ ◦ Γθ)

′(1)
]

=
π

2
k +

π

4

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.
(��) �<ÊÃº w = φ(z)��H éß�0A"é¶óøÍ ∆\�¦ @/y�����_� U�́s��� 2κ��� &ñ
��y��+þAÜ¼�Ð

�Ð?/��H 1pxy�����©�e���̀¦ �Ð#���.
(��) κ_� °ú̀�כ¦ y�����<ÊÃº�Ð ����?/#Q��.

6.5.17. �<ÊÃº

f(z) =

∫ z

0

ζα−1(1− ζ)β−1dζ

�� ÅÒ#Q4R e����. éß�, α+ β + γ = 1s� ��.

(��) �<ÊÃº f ��H ìøÍî̈
��� Hu �̀¦ ?/y��s� πα, πβ, πγ��� ���y��+þAÜ¼�Ð ���8̈��<Ê�̀¦ �Ð
#���.

(��) ?/y�� πα, πβ, πγ_� @/���_� U�́s�\�¦ a, b, c�� ½+É M:,

a =
Γ(β)Γ(γ)

Γ(β + γ)
, b =

Γ(γ)Γ(α)

Γ(γ + α)
, c =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

e���̀¦ �Ð#���.
(��) 1pxd��

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sinπx
, 0 < x < 1

s� $í
wn��<Ê�̀¦ �Ð#���.

6.5.18. ìøÍî̈
��� Hu0A\�"f &ñ
_��)a ��6£§ �<ÊÃº

w =

∫ z

0

1√
1− ζ

√
1 + ζ

dζ, z ∈ Hu

(19) s� 1pxd���Ér s�p� ���_þvë�H]j 3.4.12 (��)\�"f ��6 x
�%i���.
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_� �©��̀¦ ½̈
��¦, ���éß��� 1pxy�����©�e���̀¦ �Ð#���. s� �<ÊÃº_� %i��<ÊÃº�� z = sinw
�̀¦ �Ð#���.

6.5.19. ���8̈� (17)\�"f, αi_� °úכs�

(−∞,−1], (−1, 0], [1,∞)

\� [þt#Q����H �â
Äº y��y�� #Q�"� �&³�©�s� {9�#Q����Ht� ¶ú�(R�Ð����.

6.5.20. Ã»��ØÔÞÔ–ß¼o�Û¼�Ð:\� ���8̈� (17)\�"f z�́f�����_� �©�s� �̂¦2�¤��y��+þAe���̀¦
�Ð#���. ¢̧ô�Ç, s� ���8̈�s� ìøÍî̈
��� Hu\�¦ s� ��y��+þA_� ?/ÂÒ�Ð �Ð?/��H ���éß��� 1px

y�����©�e���̀¦ �Ð#���.


