
¥o>¢æ¹%K�V� �¿	�̧K±Ó

V� 1 *�×

1.4.1.
n∑

k=0

cos kθ =
1

2
+

1

2
·
sin(n+ 1

2
)θ

sin θ
2

1.4.2. (��) |Im (i− α+ α2)| ≤ |i− α+ α2)| ≤ 1 + |α|+ |α|2 ≤ 3

(��) |α4 − 4α2 + 3| = |α2 − 3||α2 − 1| ≥ ||α|2 − 3| · ||α|2 − 1|

1.4.3. α = rs� �ª�Ãº��� �â
Äº ���$� 7£x"î
ô�Ç��.

1.4.4. ëß�{9� z\�¦ �FG+þAd��Ü¼�Ð ³ðr�����, cos θü< sin θ�� Ä»o�Ãº{9� M: sinnθ �̧

Ä»o�Ãºe���̀¦ 7£x"î
���H ë�H]j�Ð )�ÃÌ÷&��HX<, s���H )±ú�ZO�Ü¼�Ð 7£x"î
÷&��� �)a��.

1.4.5. (a + 2b + c)x2 + (−a + 2b − c)y2 + 2i(a − c)xy = d\�"f a = c,

(a+ c)x2 + (−a+ b)y2 =
d

2
s���.

1.4.6. Reα 6= 0, |β|2 − 4(Reα)(Re γ) > 0

1.4.7. W1 &h� 0, β − α, γ − α, δ − α�� î̈
'�������+þA�̀¦ s�ÀÒ��H ��õ	כ 1lxu�s���.

1.4.8. α, β, γ�� ÅÒ#Q��� 1pxd���̀¦ ëß�7á¤���H ��õ	כ α − τ, β − τ, γ − τ �� ÅÒ#Q

��� 1pxd���̀¦ ëß�7á¤���H ��Ér	כ 1lxu�s���. ¢̧ô�Ç, α, β, γ @/���\� ρα, ρβ, ργ\�¦ @/{9�K�

�̧ ��ðøÍ��t�s���. ����"f, α = 0s��¦ β = 1{9� M:\�ëß� 7£x"î
���� �)a��. 7£¤,

0, 1, γ�� &ñ
���y��+þA_� [j =�Gt�&h��̀¦ s�ê�r����H ��õ	כ γ2 − γ + 1 = 0s� $í
wn����H

��õ	כ 1lxu�e���̀¦ �Ðs���� �)a��. ¢̧ ���Ér ~½ÓZO�Ü¼�Ð, z2 − z1 = eπi/3(z3 − z1) x9�

z1 − z3 = eπi/3(z2 − z3)\�¦ s�6 x½+É Ãº�̧ e����.

189
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1.4.9. (��) =⇒ (��) =⇒ (��)��H f��]X� >�íß����� �)a��. s�]j, (��)\�¦ ��&ñ


���� �̧¹¡§ú́�\� _��#� σ1 = σ2 = · · · = σn−1 = 0s���. ����"f, f(z) =

(z − α1)(z − α2) · · · (z − αn)s��� ¿º�¦ ���>h���� f(z) = zn + (−1)nσns���.

���²DG, y�� i = 1, 2, . . . , n\� @/�#� αn
i + (−1)nσn = f(αi) = 0���X<, α1 = 1s�

��� (−1)nσn = −αn
1 = −1s���. ����"f, αn

i − 1 = 0s���.

1.4.10. (��)\� _��#� α1 + · · · + αn = 0�� ��&ñ
K��̧ ÷&��HX<, s� �â
Äº 1pxd��

(18)�Ér αk
1 + · · ·+αk

n = 0s� �)a��. ¢̧ô�Ç, (��)\� _��#� α1 = 1s��� ��&ñ
K��̧

÷&Ù¼�Ð, ���_þvë�H]j 1.4.9\�¦ &h�6 x���� �)a��.

1.4.11. f��]X� >�íß����� �)a��.

1.4.12. (��) w = A
z − z0
z − z0

, éß�, |A| = 1, Im z0 > 0.

(��) w =
az + b

cz + d
, éß� a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

(��) w = K
z − α

1− αz
, éß� |K| = 1, |α| < 1.

1.4.13. ���$� φα(∞) = − 1

α
s��¦, φα(

1

α
) = ∞s���. ëß�{9� φα(L) = Ls����

∞ ∈ Ls�Ù¼�Ð − 1

α
= φα(∞) ∈ Ls��¦ 1

α
= φ−1

α (∞) ∈ Ls���.Õª���X<, 0, αx9�

± 1

α
��{9�f�����0A\�e��Ü¼Ù¼�Ð L = {tα : t ∈ R}s���.%i�Ü¼�Ð, L = {tα : t ∈ R}

s���� φα(0) = αs��¦ φα(∞) = − 1

α
x9� φα(

1

α
) = ∞s�Ù¼�Ð φα��H L �̀¦ L�Ð �Ð

�·p��.

V� 2 *�×

2.4.1. ëß�{9� −π < Argα < πs���� 1lxu��'a>��� $í
wn�ô�Ç��.

2.4.2. (��) /åLÃº_� z�́ÃºÂÒ
∑

n |an| cos(Arg an)s� Ãº§4�ô�Ç��. Õª���X< y�� �����

Ãº n = 0, 1, . . . \� @/�#� |an| ≤
1

cos θ0
|an| cos(Arg an)s���.

(��) |an| ≤M ��� �ª�Ãº M �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº e��Ü¼Ù¼�Ð, (��)_� ��&ñ
�̀¦ ëß�7á¤ô�Ç��.

2.4.3. (��) n\� �'aô�Ç )±ú�ZO��̀¦ s�6 xô�Ç��.

(��) p\� �'aô�Ç )±ú�ZO��̀¦ ��6 xô�Ç��.

(��) 1pxd��
1

(1− z)p
· 1

(1− z)q
=

1

(1− z)p+q
�̀¦ ��6 xô�Ç��.
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2.4.4. (��) Ãº�<Æ&h� )±ú�ZO��̀¦ ��6 xô�Ç��. ¢̧ô�Ç, limn |an|1/n ≤ 2γs�Ù¼�Ð r ≥
1

2γ
s���.

(��) ¿º /åLÃº
∑

n anz
nõ� 1− αz − βz2

\�¦ Y�Lô�Ç��.

(��) p 6= q��� �â
Äº
z

1− αz − βz2
=

pq

q − p

(
1

1− z/p
− 1

1− z/q

)
\�"f an =

pq

q − p

(
1

pn
− 1

qn

)
s��¦, p = qs���� an =

n

pn−1
s���.

2.4.5. αn =
(−1)n

n
zn(n+1)s��� ¿º���

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
n

n+ 1
|z|2(n+1)s���. ����

"f, |z| < 1s���� Ãº§4���¦ |z| > 1s���� µ1Ïíß��Ù¼�Ð, Ãº§4�ìøÍ�â
�Ér 1s���. ëß�{9�

z = ±1s���� Ãº§4�ô�Ç��. �����Ãº n �̀¦ 4�Ð ��è�H �� Qt��� 0, 3����� 1, 2�����\�

����"f n(n+1)\�¦ 4�Ð��è�H�� Qt��� 0����� 2��������&ñ
�)a��.����"f, z = ±i

{9� M: Ãº§4�ô�Ç��.

2.4.6. (��) 1pxd�� an = An −An−1 �̀¦ s�6 xô�Ç��.

(��)���$� (��)\�_��#�,/åLÃº
∑

n An(bn+1−bn)õ�Ãº\P� 〈Anbn+1〉s�Ãº§4��

��� /åLÃº
∑

n anbns� Ãº§4��<Ê�̀¦ ·ú� Ãº e����. ���{9� |An| ≤ M s����, Anbn+1 → 0

s���. ¢̧ô�Ç, |An(bn+1 − bn)| ≤M(bn+1 − bn)���X<,
∑

n(bn+1 − bn) = b1s���.

(��) An =

n∑
k=1

zk
s��� ¿º��� |An| =

∣∣∣∣z − zn+1

1− z

∣∣∣∣ ≤ 2

|1− z| s���.

2.4.7. An =

n∑
k=1

z4k
s��� ¿º��� |An| =

∣∣∣∣z4 − z4(n+1)

1− z4

∣∣∣∣ ≤ 2

|1− z4| s���.

2.4.8. (��) ÂÒ1pxd��\� _��#� 〈nan+1〉�Ér éß��̧y���è�Ù¼�Ð Ãº§4�ô�Ç��. ����"f∑
n[(n+ 1)an − nan+1]s� Ãº§4�ô�Ç��.

(��) ÂÒ1pxd�� nan+1 ≥ (n − 1)an\�"f 〈nan+1〉s� éß��̧7£x���Ù¼�Ð nan+1 ≥ γ

��� �ª�Ãº γ\�¦ ú̧��̀¦ Ãº e����HX<,
∑ 1

n
s� µ1Ïíß�ô�Ç��.

(��) an =

(
α
n

)
zn�� ¿º��� n

(
|an+1|
|an|

− 1

)
=

n

n+ 1
[|α − n| − (n + 1)]�Ér

−(Reα+ 1)�Ð Ãº§4�ô�Ç��.

(��) |α− n| ≥ n+ 1s�Ù¼�Ð

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣z α− n

n+ 1

∣∣∣∣ ≥ 1s���.

2.4.9. 11/2 + 11/2 = 0,±2s��¦, 2 · 11/2 = ±2s���.

2.4.10. ëß�{9� z = teiθs���� |eiz| = e−t sin θs��¦ |e−iz| = et sin θs���. ����"f,

sin θ > 0s���� 2| cos z| = |eiz + e−iz| ≥ |e−iz| − |eiz|��H t → +∞\� ����"f
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+∞�Ð µ1Ïíß�ô�Ç��. sin θ < 0{9� M:\��̧ ��ðøÍ��t�s���. ����"f, ½̈���H �̧|	��Ér

sin θ = 0s���.

2.4.11. ëß�{9� log z\�¦ |9�½+Ë {Log |z|+ i(Arg z + 2nπ) : n = 0,±1,±2, . . . }Ü¼

�Ð s�K����� ¿º |9�½+Ë�Ér °ú ��.

2.4.12. logα = Log |α| + i(Argα + 2kπ)\�"f αβ = eβLog |α| · eiβ(Arg α+2kπ)

s���.

2.4.13.
∣∣∣an

nz

∣∣∣ = |an|
nRe z

<
|an|
ns
s���.

V� 3 *�×

3.4.1. '��§>= A =

(
a b
c d

)
\� _�ô�Ç ���©� φ(x+ iy) = (ax+ by) + i(cx+ dy)��

4�¤�è�<ÊÃº�Ð"f ���+þA���©�s��9��� 1pxd�� φ(ix − y) = iφ(x + iy)\�¦ ëß�7á¤K��� �Ù¼

�Ð, a = d x9� b = −c\�¦ %3���H��.

3.4.2. 1pxd�� (3), (4), (5)\�¦ s�6 x���� �)a��.

3.4.3. (��)
1

3
(��) 0 (��) 2 (��) �>rF��t� ·ú§6£§

3.4.4. �<ÊÃº f(z)��H z�́Ãº»¡¤õ� )�Ãº»¡¤ 0A\�"f �<ÊÃº°úכs� 0s�Ù¼�Ð �ïr�–o�ëß� ~½Ó

&ñ
d���̀¦ ëß�7á¤ô�Ç��. f����� y = 0ü< y = x 0A\�"f �FGô�Ç°úכ lim
z→0

f(z)

z
_� �FGô�Çs� ��

ØÔÙ¼�Ð f(z)��H "é¶&h�\�"f p�ì�r��0px�t� ·ú§��.

3.4.5. a = 3, v(x, y) = −x3 − 1

2
x2 +

1

2
y2 + 3xy2

3.4.6. �̧�o�<ÊÃº u, v\� @/�#�
∂2(uv)

∂x2
+
∂2(uv)

∂y2
= 2

∂u

∂x

∂v

∂x
+ 2

∂u

∂y

∂v

∂y
s�

$í
wn�ô�Ç��. ����"f u, v�� �̧�o�<ÊÃº{9� M:, uv�� �̧�o�<ÊÃº{9� �¹Ø�æìכ��9r�̧|	��Ér

∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
= 0s���.

3.4.7. (��) �<ÊÃº f(z) = Bα(z)e−αΛ(z)_� �̧�<ÊÃº\�¦ ½̈ô�Ç��.

(��) |z| < 1 0A\�"f Bα(z) = eαΛ(z) = eαLog (1+z)s��¦, (1 + z)α = eα log(1+z)

s���.

3.4.8. (��) |z| < 1 0A\�"f A′(z) =
1

1 + z2
s���.

(��) �ª�����̀¦ p�ì�r�#� q��§ô�Ç��.

(��) Log �� ]j@/�Ð &ñ
_�÷&%3���Ht� SX������¦ �ª�����̀¦ p�ì�r�#� q��§ô�Ç��.
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(��) ì�rÃº�<ÊÃºü< �ÐÕª�<ÊÃº_� ½+Ë$í
e���̀¦ s�6 x���� {z : −π
4
< Im z <

π

4
}s���.

(��) tan z = i
1− e2iz

1 + e2iz
ü< e2iA(z) =

1 + iz

1− iz
\�¦ s�6 xô�Ç��.

3.4.9. Ãº§4�ìøÍ�â
�Ér ∞s���.

3.4.10. f(x + iy) = f(x)f(iy) = exf(iy)\�"f f(iy) = u(y) + iv(y)�� ¿º���

f(x + iy) = exu(y) + iexv(y)s���. �ïr�–o�ëß� ~½Ó&ñ
d��\�"f u′′ = −u\�¦ %3��¦,

s��ÐÂÒ'� u(y) = cos y x9� v(y) = sin y\�¦ %3���H��.

3.4.11. ë�H]j 3.3.3\� _�ô�Ç ÂÒ1pxd�� |Log (1 + z) − z| ≤ 1

2
|z|2

∑
n |z|

n\�"f "é¶

���H ÂÒ1pxd���̀¦ %3���H��. s�\� _��#� lim
n→∞

nLog (1 +
z

n
) = ze���̀¦ ·ú� Ãº e����.

3.4.12. (��) 'Í	P: 1pxd���Ér 1pxq�/åLÃº/BNd��\�"f, ÑütP: 1pxd���Ér &ñ
o� 2.2.4\�"f ��

�:r��.

(��) lim
n→∞

σn = σs�Ù¼�Ð n ≥ N =⇒ |σn − σ| < ε��� �����Ãº N �̀¦ ú̧��̀¦ Ãº

e����. s� M:, A =

N−1∑
n=0

|σn − σ|�� ¿º��� |f(z) − σ| ≤ |eiθ − z|
N−1∑
n=0

|σn − σ| +

ε|(eiθ − z)

∞∑
n=N

(e−iθz)n| ≤ A|eiθ − z|+ εs���.

(��) �ª�����̀¦ p�ì�r�#� q��§ô�Ç��.

(��)

∞∑
n=1

1

n
cosnθ = − log

∣∣∣∣2 sin
θ

2

∣∣∣∣ , ∞∑
n=1

1

n
sinnθ =

π − θ

2

3.4.13. (��) ���_þvë�H]j 3.4.12 (��)\�¦ s�6 xô�Ç��.

(��) �ª�����̀¦ p�ì�rô�Ç��.

(��) lim
x→1−

log x log(1− x) = 0e���̀¦ �Ðs���� �)a��.

3.4.14. (��)
2π

θ
�� Áºo�Ãº�� ÷&�̧2�¤ ú̧�Ü¼��� �)a��.

(��) f��]X� >�íß����� �)a��.

(��) |q(reikθ)| ≤M s���.

(��) ���$� max

{∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

akz
k

∣∣∣∣∣ : |z| = r

}
< εs� $í
wn���̧2�¤ Ø�æì�ry� 	�H �����Ãº

n �̀¦ ú̧���H��.Õª�Q��� |z| = r{9�M:

∣∣∣∣∣
n∑

k=−m

akz
k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f(z)−

∞∑
k=n+1

akz
k

∣∣∣∣∣ ≤Mr+ε

s���. ����"f (��)\�¦ &h�6 x���� |a0| ≤ Mr �̀¦ %3���H��. {9�ìøÍ&h���� �â
Äº\���H �<ÊÃº
f(z)

zn
\�¦ Òqty����¦ ~½Ó�FK 7£x"î
ô�Ç �¦̀�	כ &h�6 x���� �)a��.
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V� 4 *�×

4.5.1. ëß�{9� f = u+ iv�� ¿º���

∫
Γ

f(z)dz =

∫
Γ

udx− vdy+ i

∫
Γ

vdx+ udy =∫∫
A

(
−∂v
∂x

− ∂u

∂y

)
dxdy+i

∫∫
A

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdys�Ù¼�Ð,�ïr�–o�ëß�~½Ó&ñ
d��

�̀¦ &h�6 x���� �)a��.

4.5.2. ���$�
1

2πi

∫
|z−z0|=r

(z − z0)
k
\�¦ >�íß����� k 6= 1{9� M: 0s��¦, k = 1

{9� M: r2s���. ����"f, p(z) =

n∑
k=0

ak(z − z0)
k
�� ¿º���

1

2πi

∫
|z−z0|=r

p(z)dz =

r2a1 = r2p′(z0)s���.

4.5.3.

∫∫
f(A)

dxdy =
1

2

∫
f◦Γ

xdy − ydx =
1

2i

∫
f◦Γ

zdz =
1

2i

∫
Γ

f(z)f ′(z)dz

s���.

4.5.4. (��) |f(reiθ)|2 =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

anamr
n+mei(n−m)θ

s���.

(��) |1− eiθ| =
∣∣∣∣sin θ2

∣∣∣∣s���.

4.5.5. (��) �<ÊÃº f _� ���ïq� '��§>=d��s� |Jf (x, y)| = |f ′(z)|2s�Ù¼�Ð, ½̈���H

V,�s���H

∫∫
D

|Jf |dxdy =

∫ π

−π

∫ R

r

|f ′(ρeiθ)|2ρdρdθs���.

(��) 2π

∞∑
n=1

n|an|2 ≥ 2π

∞∑
n=1

|an|2 =

∫ π

−π

|f(eiθ)|2dθ ≥ 2πs���.

4.5.6. �ª�����̀¦ p�ì�r�#� q��§ô�Ç��.

4.5.7. (��) �ª�����̀¦ p�ì�r�#� q��§ô�Ç��. s� /åLÃº��H z = ±i\�"f Ãº§4��t� ·ú§

��H��. ëß�{9� |z| = 1s��¦ z 6= ±is����
∑

n

1

2n+ 1
· [(1− 1)nz2n+1]\� n�o�=åJ�Ï@

óøÍ&ñ
ZO��̀¦ &h�6 x�#� ÅÒ#Q��� /åLÃº�� Ãº§4��<Ê�̀¦ ·ú� Ãº e����.

(��)ëß�{9� |θ| < π

2
s���� arctan eiθ =

∫ 1

0

dt

1 + t2
+

∫ θ

0

ieiτdτ

1 + e2iτ
=
π

4
+i

∫ θ

0

2dτ

cos τ
s���.

4.5.8. %ò
%i� {z : |z − 1| < 1} 0A\�"f Log z�� K�$3��<ÊÃºs�Ù¼�Ð
f ′(z)

f(z)
��H "é¶r�

�<ÊÃº Log f(z)\�¦ �������.

4.5.9.
1

z(z − 1)
=

1

z − 1
− 1

z
\�¦ s�6 xô�Ç��.

4.5.10. m ≥ 1s���� 2πi(−1)m−1

(
m+ n− 2
m− 1

)
(α − β)−n−m+1

s��¦, m ≤ 0

s���� 0s���.
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4.5.11. ��"é¶ Γ(θ) = a cos θ + ib sin θ 0A\�"f &h�ì�rô�Ç��.

4.5.12. (��)

∫
|z|=1

(2± z)f(z)

z
dz±

∫
|z|=1

f(z)

z2
dz = 2πi(2f(0)±f ′(0))s���.

(��) ���Ð ·ú¡\�"f %3��Ér 1pxd���̀¦ s�6 xô�Ç��.

4.5.13. &h�ì�r°úכ�Ér 2πi

(
2n
n

)
s���.

4.5.14. (��)

∣∣∣∣∫
γε

Log (1 + z)

iz
dz

∣∣∣∣ ≤ | log ε|+ π/2

1− ε
· πεs���.

(��) ÅÒ#Q��� ���&h�ì�r_� z�́ÃºÂÒ\�¦ Òqty������ 'Í	P: d���̀¦ ���Ð %3��̀¦ Ãº e����. ô�Ç¼#�,

|1 + eiθ| =
∣∣∣∣cos

θ

2

∣∣∣∣s�Ù¼�Ð 0 =

∫ 2π

0

log

∣∣∣∣2 cos
θ

2

∣∣∣∣ dθ = 2

∫ π

0

log |2 cos θ| dθ\�"f∫ π

0

log sin θdθ =

∫ π

0

log | cos θ|dθ = −π log 2\�¦ %3���H��.

4.5.15. �½Ó1px&ñ
o�\�¦ ��6 xô�Ç��.

4.5.16. ���$� f = u+ iv�� ¿º��. (��)\�¦ ��&ñ
���� z�́Ãº»¡¤ 0A\�"f
∂v

∂x
= 0s�

Ù¼�Ð f ′ =
∂u

∂x
∈ Rs���. )±ú�ZO�\� _��#� z�́Ãº»¡¤ 0A\�"f e��_�_� ¼#��̧�<ÊÃº��

�̧¿º z�́Ãºs��¦, ����"f, (��)�� $í
wn�ô�Ç��. (��) =⇒ (��) =⇒ (��)��H {©�������.

4.5.17. (��)
2

π
(��) �'a>�d�� cos z

(
1 +

∞∑
n=1

E2n

(2n)!
z2n

)
= 1 �̀¦ s�6 xô�Ç��.

(��) E2 = 1, E4 = 5, E6 = 61, E8 = 1385. [E10 = 50521, E12 = 2702765]

4.5.18. g(z) =

∫ z

z0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + Log f(z0)�� &ñ
_����� �)a��.

4.5.19. ëß�{9� p(z)�� ���½Ód��s���� lim
|z|→∞

|p(z)| = ∞s���. ����"f, Rs� Ø�æì�ry�

ß¼���, |z| = R{9� M: |p(z)| > |p(0)|s���. ëß�{9� p(z)�� ��H�̀¦ ��t�t� ·ú§Ü¼��� K�

$3��<ÊÃº
1

p(z)
��H "é¶ |z| = R ?/ÂÒ\�"f ]X�@/°úכ_� þj@/°ú̀�כ¦ �������.

4.5.20. (��) Ãº�<Æ&h� )±ú�ZO��̀¦ s�6 xô�Ç��.

(��) ëß�{9� p(c) = 0s���� 7£x"î
½+É ��s	כ \O���. ëß�{9� p(c) 6= 0s���� 0 =
p′(c)

p(c)
=

n∑
k=1

c− ck
|c− ck|2

s���. ����"f, µk =
1

|c− ck|2
, λk =

µk

µ1 + · · ·+ µn
s��� ¿º���

�)a��.

4.5.21. �<ÊÃº
f(z)

ez
�� 4�¤�èî̈
��� ����̂\�"f &ñ
_��)a Ä»>� K�$3��<ÊÃºs�Ù¼�Ð o�Äº

q�Ä» &ñ
o�\�¦ &h�6 x½+É Ãº e����.

4.5.22. ëß�{9� α ∈ C�� z�́>�Ãº ���½Ód��_� ��Hs���� α ∈ C �̧ ��Hs���.
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5.5.1. (��) Äº���

∞∑
n=0

anz
n
�Ér {z : |z| < R} 0A\�"f K�$3��<ÊÃºs���. ëß�{9�

g(z) =

∞∑
n=1

a−nz
n
s��� ¿º���

−1∑
n=−∞

anz
n = g(

1

z
)s���. Õª���X<, z 7→ 1

z
��H

{z : |z| > r}\�"f {z : |z| < 1

r
}�Ð ����H K�$3��<ÊÃºs��¦, g(z)��H {z : |z| < 1

r
}

\�"f K�$3��<ÊÃºs���.

(��) �<ÊÃº h(t) = f(eit)��H K�$3��<ÊÃº z 7→ f(eiz)\�¦ z�́Ãº»¡¤\� ]jô�Çô�Ç �.���s	כ

5.5.2. �<ÊÃº f _� ���ïq� '��§>=d��s� |Jf (x, y)| = |f ′(z)|2s�Ù¼�Ð, ½̈���H V,�s�

��H

∫∫
A

|Jf |dxdy =

∫ π

−π

∫ R

r

|f ′(ρeiθ)|2ρdρdθs���.

5.5.3. ëß�{9� f(z)�� �©�Ãº�<ÊÃº�� ��m��� ��&ñ
���� þj@/]X�@/°úכ&ñ
o�\� _��

#� f(z0) ∈ D��� z0 ∈ D\�¦ ¹1Ô�̀¦ Ãº e����. Õª���X< e��_�_� z ∈ ∂D\� @/�#�

|(f(z)− f(z0))− f(z)| = |f(z0)| < 1 = |f(z)|s���. s�]j, e��_�_� w0 ∈ D@/�

#���ðøÍ��t��Ð |(f(z)−w0)−f(z)| < |f(z)|��$í
wn��Ù¼�Ð[j�<ÊÃº f(z)−f(z0),

f(z), f(z)− w0��H D 0A\�"f °ú �Ér >hÃº_� ��H�̀¦ �������.

5.5.4. ���$� Q(ζ)−Q(z) = (ζ− z)
n−1∑
k=0

ak(ζ)zk
�� jþt Ãº e����. Õª�Q���, P (z) =

1

2πi

∫
|z|=R

f(ζ)

Q(ζ)
· Q(ζ)−Q(z)

ζ − z
dζ =

n−1∑
k=0

(
1

2πi

∫
|z|=R

f(ζ)

Q(ζ)
ak(ζ)dζ

)
zk
s���.

5.5.5. (��)
π

2e
(��)

π

a2 − b2

(
e−b

b
− e−a

a

)
5.5.6.

a2π

1− a2

5.5.7. (��)
πa

sinπa
(��)

π

2 cos
πa

2

5.5.8.
2π

3
√

3
5.5.9. "é¶&h� 0 �̀¦ Ø�¦µ1Ï�#� ���ì�r�̀¦ ����"f R��t� ��"f "é¶ ñ\�¦ ���� Re2πi/n

��t� ���¦ ��r� ���ì�rÜ¼�Ð 0\� [�t���̧��H /BG����̀¦ Òqty���#�
π/n

sinπ/n
\�¦ %3���H��.

5.5.10. Ñüt ��

√
π

2
√

2
5.5.11. (��) ���&h�ì�r�#� ����Ér "é¶õ� 	�H "é¶_� ìøÍt�2£§�̀¦ y��y�� 0õ� ∞�Ð �Ð?/���
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Õª °úכ�Ér

∫ ∞

0

R(x)(log x)2dx−
∫ ∞

0

R(x)(log x+ 2πi)2dx�Ð Ãº§4�ô�Ç��.

(��) ·ú¡\�"f %3��Ér 1pxd��_� z�́ÃºÂÒü< )�ÃºÂÒ\�¦ q��§ô�Ç��.

(��) −1

2
(��) log 2

5.5.12. ëß�{9� s < 1s����, e��_�_� z ∈ D(−i, s)\� @/�#�
∣∣∣∣z + i

z − i

∣∣∣∣ ≤ s

2− s
< 1

s��¦, /åLÃº

∞∑
n=1

(
s

2− s

)n

�� Ãº§4�ô�Ç��.

5.5.13.
2N+1∑

n=−2N−1

(−1)n

z − n
=

N∑
n=−N

1

z − 2n
−

N∑
n=−N−1

1

z − 1− 2n
→ π

2
cot

πz

2
−

π

2
cot

π(z − 1)

2
=

π

sinπz
s���.

5.5.14. (��)
1

4
(��) ���½Ód�� (1 + z)n

\�¦ ���>h���� zk_� >�Ãº��

(
n
k

)
s���.

(��)

∞∑
n=0

(
2n
n

)
zn =

1

2πi

∞∑
n=0

∫
|ζ|=1

zn (1 + ζ)2n

ζn · ζ dζ���X<, éß�0A"é¶ 0A\�"f ÂÒ1px

d��

∣∣∣∣αn (1 + z)2n

zn

∣∣∣∣ ≤ |4α|ns� $í
wn��Ù¼�Ð ��s�#Q/'àÔ��Û¼ &ñ
o�\�¦ &h�6 x½+É Ãº

e����.

(��) p(ζ) = ζ − z(1 + ζ)2�� ¿º���, |ζ| = 1{9� M: |p(ζ) − ζ| < 1

2
< |ζ|s�Ù¼�Ð

p(ζ)��H éß�0A"é¶ îß�¼1Ú\�"f ��H�̀¦ ���m�� ��t���HX<, s�\�¦ y��y�� z1, z2�� ¿º��. Õª

�Q��� ½̈���H °úכ�Ér
1

z(z2 − z1)
s���.

5.5.15. (��) �ª�����̀¦ p�ì�r�#� q��§ô�Ç��.

(��) /BG��� Cεõ� éß�0A"é¶s� ëß�����H &h�ÂÒ'� éß�0A"é¶�̀¦ ����"f r�>�ìøÍ@/~½Ó�¾ÓÜ¼�Ð

eiθ��t� ¹¡§f��s���H /BG����̀¦ Γεs��� ¿º��� f(eiθ) = lim
x→1−

f(x) − lim
ε→0

∫
Γε

f ′(ζ)dζ

s���. Õª���X<, −
∫

Γε

f ′(ζ)dζ =

∫ θ

ε

Arg(1 − eit)dt − i

∫ θ

ε

log |1 − eit|dt =∫ θ

ε

t− π

2
dt− i

∫ θ

ε

log(2 sin
t

2
)dt\�"f "é¶���H ���õ�\�¦ %3���H��.

5.5.16. (��) sin2 z = z2 − 1

3
z4 + · · · s�Ù¼�Ð 1

sin2 z
=

1

z2

(
1 +

1

3
z2 + · · ·

)
s�

�¦, ����"f (��)_� ýa����Ér
1

3
s���.

5.5.17. tan z =

∞∑
n=1

(−1)n−1 22n(22n − 1)B2n

(2n)!
z2n−1
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6.5.1. �̧�o�<ÊÃº u(x, y) = x��H z�́Ãº»¡¤ 0A\�"f 0s�t�ëß� 4�¤�èî̈
��� ����̂\�"f 0

�Ér ��m���.

6.5.2. ëß�{9� u2(z0) 6= 0�����, u2�� ���5Åq�<ÊÃºs�Ù¼�Ð z0_� ��H~½Ó U 0A\�"f

u2 6= 0s��¦, ����"f U 0A\�"f u1(z) ≡ 0s���. �� Qt� ÂÒì�r�Ér K�$3��<ÊÃº_� \P�

�2;���©�&ñ
o�\�¦ ��6 x½+É Ãº e����.

6.5.3. ���_þvë�H]j 3.4.6\� _��#� vu{9� �¹Ø�æìכ��9r�̧|	��Ér
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
= 0

s���. ëß�{9� Re f = u, Re g = v��� K�$3��<ÊÃº f, g\�¦ ú̧�Ü¼��� f��]X� >�íß�\� _��#�

Re
f ′

g′
= 0e���̀¦ ·ú� Ãº e����. ����"f, &h�]X�ô�Ç �©�Ãº a ∈ R\� @/�#� f ′ = iag′s�

�¦, s�\� _��#� uü< av�� �ïr�–o�ëß� ~½Ó&ñ
d���̀¦ ëß�7á¤ô�Ç��.

6.5.4. 1pxd�� |1 + εiθ| = 2 sin
θ

2
�̀¦ s�6 xô�Ç��.

6.5.5. 1pxd��(5)\�"f r\�
r

R
�̀¦ @/{9�ô�Ç��.

6.5.6. u(reiθ) =
1

π
arctan

1− r2

−2r sin θ

6.5.7. p�ì�rõ� &h�ì�r_� í�H"f\�¦ ��ÜãJ Ãº e��Ü¼Ù¼�Ð f��]X� >�íß����� �)a��.

6.5.8. (��) �<ÊÃº a0_� &ñ
_�ü< (��)\�¦ s�6 xô�Ç��.

(��) (��)\� _��#� p�ì�r~½Ó&ñ
d�� ra′′0 (r) + a′0(r) = 0 �̀¦ %3���H��.

(��) lim
r→0

a0(r) = u(0)s� Ä»ô�Ç°úכs�Ù¼�Ð A = 0s���.

6.5.9. �<ÊÃº f(z)�� z0_� ��H~½Ó D \�"f {9�@/{9�@/6£xs��� ��¦, Õª %i��<ÊÃº\�¦

g : f(D) → D�� ���. Õª�Q��� f(D) îß�\�"f w0 = f(z0)\�¦ Ñüt�Q����H /BG���

γ\� @/�#�
2πi

f ′(z0)
= 2πig′(w0) =

∫
γ

g′(w)dw

w − w0
=

∫
γ

g′(w)dw

f(g(w))− f(g(w0))
=∫

g◦γ

dz

f(z)− f(z0)
s� $í
wn�ô�Ç��.

6.5.10. %�6£§ �â
Äº��H �̧�o�<ÊÃº\� �'aô�Ç ��ÄºÛ¼ î̈
ç�H°úכ&ñ
o�\�"f ���:r��. ëß�{9�

f(reiθ0) = 0s���� f(z)\�¦ z−reiθ0 �Ð��¾º#Q log r =
1

2π

∫ π

−π

log |reiθ−reiθ0 |dθ

e���̀¦ �Ðs���� ÷&��HX<, ���_þvë�H]j 4.5.14 (��)\�"f

∫ π

−π

log |1− eiθ|dθ = 0 �̀¦ s�6 x

���� �)a��.

6.5.11. (��) ëß�{9� φ(z)_� ì�r�̧�� ¢-a���]jY�Ls���� φ′(z) = 0�Ér ô�Ç >h_� ��H�̀¦ ��
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t� 9, φ(z)_� ì�r�̧�� ¢-a���]jY�Ls� ��m���� φ′(z) = 0�Ér ¿º >h_� ��H�̀¦ �������.

(��) ψ(z)��H C \ {z1, z2}_� "f�Ð ���Ér ¿º &h��̀¦ C \ {0}_� ô�Ç &h�Ü¼�Ð �Ð?/Ù¼

�Ð
√
ψ(z)�� &ñ
_��)a��. ¢̧ô�Ç, z = z1\�"f �<ÊÃº ψ(z)��H 2-×�æ��H�̀¦ ��t�Ù¼�Ð

ψ(z) = a2(z − z1)
2 + a3(z − z1)

3 + · · · �Ð jþt Ãº e����. (éß�, a2 6= 0) ����"f,

ρ(z) = (z − z1)
√
a2

(
1 +

a2

2a3
(z − z1) + · · ·

)
�� ÷&#Q z = z1\�"f éß���H�̀¦ ��

�����. ô�Ç¼#�, ψ(z)��H z = z2\�"f 2-×�æ�FG�̀¦ ��t�Ù¼�Ð �Ð|½Ó/åLÃº�Ð jþt Ãº e���¦, ��

ðøÍ��t� ~½ÓZO�Ü¼�Ð ρ(z)��H éß��FG�̀¦ ��f���̀¦ ·ú� Ãº e����. ����"f, ρ(z)��H ���_� �FG

õ� ���_� ��H�̀¦ ��t��¦ �̧¿º éß��FG x9� éß���Hs�Ù¼�Ð {9�	�ì�rÃº�<ÊÃºs���.

(��) ëß�{9� σ(z) = z2�� ¿º���, φ = φ1 ◦ σ ◦ ρs���.

6.5.12. �<ÊÃº w = zπ/θ = exp
[π
θ

Log z
]
��H Sθ\�¦ ìøÍ"é¶óøÍ {z ∈ ∆ : Im z > 0}

Ü¼�Ð �Ð�·p��.

6.5.13. (��) ��"é¶
u2

cosh2 y0
+

v2

sinh2 y0
= 1s���.

(��) �©�/BG���
u2

cos2 x0
− v2

sin2 x0
= 1s���.

(��) sin z��H Ω îß�\�"f ��H�̀¦ ��t�t� ·ú§��H��.

(��) ���$�, z�� )�Ãº»¡¤_� +∞\�"f 0��t� ����H 1lxîß� w = cos z��H z�́Ãº»¡¤_�

+∞\�"f 1��t� çß���. Õªo��¦, z�� z�́Ãº»¡¤_� 0ÂÒ'� π��t� ����H 1lxîß� w��H

1ÂÒ'� −1��t� �� 9, ��t�}��Ü¼�Ð z�� πÂÒ'� Ãºf������̀¦ 0A�Ð ¹¡§f��s���H 1lxîß�

w��H z�́Ãº»¡¤_� −1ÂÒ'� ∞��t� ¹¡§f�������. �<ÊÃº w = cos z��H %ò
%i� Ω1\�"f

{z : Im < 0}Ü¼�Ð ����H ���éß��� 1pxy�����©�s���.

(��) 4�¤�èî̈
���\�"f z�́Ãº»¡¤_� ½̈çß� (−∞,−1]õ� [1,∞)\�¦ NS��� �)a��.

6.5.14. (��) |α| ≤ 1

(��) ���$� β2 = α��� β ∈ ∆\�¦ ú̧���H��. s�]j φ(z) =
βz + 1

βz − 1
�� ¿º%3��̀¦ M: $í


wn����H 1pxd�� fα(z) =
1

2β
· φ(z)2 − 1

φ(z)2 + 1
�̀¦ s�6 xô�Ç��. ëß�{9� |α| = 1s���� fα(∆)�Ér

î̈
��� ����̂\�"f "é¶&h�\� @/g�A��� ¿º ìøÍf������̀¦ ]jü@ô�Ç �.���s	כ

6.5.15. 1pxy�����©�s��¦, Õª �©��Ér {z : 1 < |z| < eπ/2}s���.

6.5.16. (��) 4�¤�èî̈
��� 0A_� "é¶ |z − 1| = 1 \�"f Òqty��ô�Ç��.

(��) ���$� (φ ◦ Γθ)
′(1) =

eiθ

√
1− e4iθ

s���. ëß�{9� k = −2, 7£¤ −π < θ < −π
2
s�



200 ���_þvë�H]j �̧¹¡§ú́�

��� 0 < 4θ+4π < 2πs�Ù¼�Ð Arg [(φ ◦ Γ)′(1)] = θ+
1

2
· π − (4θ + 4π)

2
= −3

4
π

s���. k = −1, 0, 1��� �â
Äº�̧ ��ðøÍ��t�s���.

(��) κ =
1

4
√

2π
Γ2

(
1

4

)
.

6.5.17. (��) [j &h� φ(0), φ(1), φ(∞)\�¦ =�Gt�&h�Ü¼�Ð ô�Ç��.

(��) ���$�, c =

∫ 1

0

|f ′(z)||dz| =

∫ 1

0

tα−1(1 − t)β−1dt =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
s���. Õªo�

�¦, t =
1

1− s
�Ðu�8̈����� a =

∫ ∞

1

tα−1(t−1)β−1dt =

∫ 1

0

(1−s)γ−1sβ−1dss�

��. ��t�}��Ü¼�Ð, t =
1− s

s
\�¦ s�6 x�#� u�8̈����� b =

∫ ∞

0

tα−1(t+ 1)β−1dt =∫ 1

0

(1− s)α−1sγ−1dss���.

(��) �����ZO�gË:
Γ(β)Γ(γ)

Γ(β + γ) sinπα
=

Γ(γ)Γ(α)

Γ(γ + α) sinπβ
õ� α+ β+ γ = 1\�¦ s�6 x�

�¦, β =
1

2
\�¦ @/{9����� Γ(α)Γ(1− α) sinπα = Γ2(

1

2
) = π\�¦ %3���H��.

6.5.18. �<ÊÃº_� �©��Ér {w : Imw > 0, −π
2
< Rew <

π

2
}s���.


